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CHAPITRE PREMIER. 

t 

D£S NOMBRES INGOMMEI^SURABLES. 

Définition. 

1. Lorsqu'on veut mesurer une grandeur, on cherche 
une commune mesure entre cette grandeur et l'unité. Si, 
par exemple, la commune mesure est contenue 7 fois datis 
l'unité et 4 fois dans la grandeur que l'on veut mesurer, 
cette grandeur, étant égale à 4 fois la septième partie de 
l'unité, sera représentée par la fraction ^. 

Mais il peut arriver que la grandeur et Tunité n'ad- 

miettent pas do commune mesure, c'est-à-dire qu'il n'existe 

pas de grandeur, si petite qu'elle soit, contenue exac- 

1 



n 
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tement dans la grandeur et Tunité. Dans ce cas, on dit 
quQ la grandeur est incommennurable, et, comme il est im- 
possible de la mesurer exactement, on se borne à une éva- 
luation approximative. Imaginons l'unité partagée en un 
grand nombre de parties égales, par exemple en mille 
parties égales, et cherchons combien la grandeur à mesu- 
rer contient de ces parties; elle en contient, je suppose, 
7a8, plus un reste plus petit que Tune des parties ; la gran- 
deur à mesurer, étant plus grande que j^-—, mais plus pe- 
tite que ^^, sera représentée par Tune ou l'autre de ces 
deux fractions, avec une erreur moindre que i millième. 

Si Ton avait partagé Tunité en un million de parties 
égales, on aurait obtenu la mesure de la grandeur avec 
une erreur moindre que i millionième. 

Le nombre fractionnaire qui mesure une grandeur incom- 
mensurable, avec une approximation aussi grande qu'on 
veut, s'appelle un nombre incommensurable. 

2. Les racines des quantités qui ne sont pas puissances 
parfaites, donnent aussi naissance à des nombres incom- 
mensurables. Appelons A un nombre entier non puissance 
n* parfaite, et plus généralement une fraction ordinaire 
irréductible dont les termes ne sont pas des puissances n" 

parfaites ; je dis qu'il n'existe pas de nombre fractionnaire ^ 

qui , élevé à la n* puissance, reproduise exactement A. En 

peut supposer la fraction - irréductible, c'est-à-dire les 

deux noml>jres a et 6 premiers entre eux, les deux puis- 
sances 0l* et 6*" seront aussi premières entre elles et la frac- 
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tion — irréductible. On voit d'abord que cette fraction 

irréductible ne peut être égale à un nombre entier A, Elle 
ne peut non plus être égale à une fraction irréductible dont 
Iqs ternies ne sont pas des puissances parfaites ; car deux 
fractions irréductibles ne $ont égales que si elles ont leurs 
deux termes égaux respectivement; la fraction proposée 
aurait dinsi ses deux termes puissances parfaites» ce qui 
est contraire à Thypothèse. 

Mais on peut trouver des nombres fractionnaires r et 
7" y qui ne diffèrent entre eux que d'une quantité aussi 

petite qu'on veut - ( b étant très-grand ) , et dont les 

n"* puissances comprennent A. Écrivons en effet la quantité 
proposée A soua la forme 

A X 6^ 

'■ ■ ' < ■■ ■ ■ 

et désignons par a le plus grand nombre entier dont la 

n" puissance soit contenue dans A x 6"; la quantité A x 6** 

A X fr" 
étant comprise entre a** et (a + i)"» ^^ quantité — :^ — 

ou A sera évidenament comprise entre 

Chacun de ces nombres fractionnaires -r et — ™- , dont la 

b b 

différence est aussi petite qu'on veut, et dont les puissances 
comprennent la quantité proposée A, est ce que Ton ap- 
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les deux nombres par défaut, puis par excès, on a un pre- 
mier produit plus petit que le âecond ; d'ailleurs ces deux 
produits diffèrent entre eux d'une quantité aussi petite qu'on 
veut; donc ils comprennent une grandeur qu'ils représen- 
tent avec une approximation indéfinie. 

Il est clair que le produit de plusieurs nombres incom- 
mensurables ne change pas quand on intervertit Tordre 
des facteurs; car le produit des nombres fractionnaires 
approchés ne change pas. Ce théorème fondamental étendu 
aux nombres incommensurables, toutes ses conséquences 
le sont par là même; ainsi on peut grouper deux fac- 
teurs en un seul, décomposer au contraire un facteur en 
deux, etc. 

Division. Si Ton prend le dividende par défaut, le di- 
viseur par excès, ou, réciproquement, le dividende par 
excès, le diviseur par défaut, le premier quotient sera 
plus petit que le second, et comme leur différence est in- 
finiment petite, ils comprennent entre eux une grandeur 
déterminée qu'ils représentent avec une approximation in- 
définie. 

Les propriétés des fractions algébriques, et en général 
toutes les règles de calcul algébrique, subsistent évidem- 
ment quand les lettres désignent des nombres incommensu- 
rables. (Voyez V Algèbre f première partie, livre I.) 

CHAPITRE H. 

CALCUL DES RAD1G4V](« 

6. On appelle en général racine n" d'un nombre positif a, 
un noml^e positif, comiîiensurable ou încortltnensuf^ble, 
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CALCUL DES BADICAUX. 7 

qui, élevé à là n* puissance, reproduit le nombre proposé. 
C'est là ce qu'on entend par mleur arithmétique d'un radi- 
cal ; on la désigne par le symbole y a. Le nombre n est 
rindice du radical. On est convenu de ne pas écrire l'indice 
quand il s'agit d'une racine carrée : dans ce cas, on aous^ 
entend l'indice 2. 

Avant d'aborder le calcul des radicaux, nous établirons 
quelques lemmes sur les puissances : 

7. Lemmë I. On élève un produit à une certaine puissance m 
élevant chaque facteur séparément à cette puissance. 
En effet, 

(abcY =z abc XabcxabeX, .*».:=: a'^b'^d^. 

Lëmme il On élève une fraction à une certaine puissance 
en élevant les deux termes séparément à cette puissance. 
En effet, 

\b) -^b^b^b^ ~"F 

* 

Lemme III . Élever un nombre à deux puissances suêcessives 
revient à V élever à une puissance ayant pour exposant lepro^ 
duit des exposants. 

En effet , 

(a"^*)"* = «"" X «** X a*" X = a"*". 

CoROLLAXLE I . On élèvc un monôme à une certaine puissance 
en élevant son coefficient à cette puissance et multipliant tôUs 
Us exposants par Vindice de la puissance. 

Soit à élever à la n" puissance le monôme 5a^6*c. En 
vertu des lemmes I et III, on aura 
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Corollaire IL Un monôme est une puissance n' parfaite^ 
- lorsque son coefficient est une puissance n' pwfaite et que 
tous ses exposants sont divisibles par n. Dans ce cas, on 
obtient la racine n* du monôme proposé, en extrayant la 
racine n de son coefficient et divisant par n tous ses 
exposants. 
Venons maintenant au calcul des radicaux. 

8. Théorème L Le produit de plusieurs radimux de fhême 
indice égale la racine du produit des quantités placées sons les 
rwiicaâAcc. 

Je dis, par exemple, que . 



y a \Jb \/c = \Jabc, 



Car si Ton élève le premier membre à la n** puissance, ce 
que Ton fait en élevant chaque facteur à cette puissance, 
on reproduit la quantité abc; donc ce premier membre est 
la racine n* de a6c. 

9. Théorème II. Le quotient de deux radicaux *de même 
indice égale la racine du quotient des deux quantités placées 
sous les radicaux. 

Je dis que 

Car si Ton élève le premier membre à la n» puissance , ce 
que Ton fait en élevant séparément le numérateur et le dé- 
nominateur à cette puissance, on reproduit la fraction ~. 

10. Théorème III. On élè^e un radical à une certaine 
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puismnce m élevant à cette puissance la quantité placée sous 
le radical. 
On a, en effet, en vertu du théorème I , 

f 

/ « /"" \ «I n,— n,- fiy— "/'■"' 

V V ^ / = V û . V « . V « = V û~. 

1 1 . Thjéorème IV, On extrait la racine d'un radical en 
multipliant Vindice du radical par f indice de la racine que 
Ion veut extraire. 

Je dis que 



/ W^ — JUW .*— 



Efi effet, si l'on élève le premier membre à la puissance m, 

on trouve ya; si Ton élève ensuite ce résultat à la puis- 
sance n, on obtient a; mais ceci revient à élever le premier 
membre à la puissance mn. Ainsi, le premier membre est une 
quantité qui, élevée à la puissance mn , reproduit a; c'est 
donc la racine mn' de a. 

1 2 . Théorème V. On ne change pas la valeur d'un radical 
quand on multiplie ou quand on divise par un même nombre 
Vindice du radical et Vexposant de la quantité placée sous le 
radical. 

Soit le radical 




a"*. 



Je dis qu'en multipliant par un même nombre entier p l'in- 
dice n et l'exposant m, on obtient un second radical 

^al au premier, En effet, d'après le théorème précédent, le 
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second radical petit S'écrire 
Mais 



donc 

np 



P r-— n. 

y/a*"P = y/a*". 



i3. Corollaire I. On simplifie un radical en divisant 
rindice et l'exposant par leur plus grand commun diviseur. 
Ainsi 

14. Corollaire IL On réduit plusieurs radicaux B,nmême 
indice en prenant pour indice commun le produit des indices, 
ou plus simplement leur plus petit multiple. Cette réduction 
est nécessaire quand on veut multiplier ou diviser deux 
radicaux d'indices différents. Ainsi 



n» ,— n ,— mn . — mn . — tnn 



y/a X yô = V^^*" ^ V ^"* = yV**". 

4 - 6.- 12/— lî -— 12- 

y/a X y/« = \/«' X v/6* = V «'6^ 



CHAPITRE III. 

EXPOSANTS FRACTIONNAIRES. — EXPOSANTS NÉGATIFS. 

ExposûnU fraclionnaires. 

i5. On a vu que, pour extraire la racine d'une quantité 
affectée d'un certain exposant, il suffit de diviser l'exposant 
pkT î'îfidlce de la rftdne, lorsque cette divisioti est {lossiblë; 
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Ainsi 

Si, par extension, on applique la même règle dans lé cas 
où l'exposant n'est pas divisible par l'indice de la racine, on 

obtient un exposant fractionnaire. Soit le radical y a^ l'ex- 
posant 7 n'étant pas divisible par l'indice 5, il est impossible 
d'extraire la racine ; mais si l'on applique la règle énoncée 

plus haut, on est conduit au symbole o % que Ton adop- 
tera comme représentant le raâkal proposée 
En général, on est convenu de représenter un radical 

ni — » 

quelconque yo"* par le symbole a'^. Le dénominateur de 

l'exposant fractionnaire remplace ainsi le signe y » ^^ l®^ 
expressions irrationnelles prennent la forme d'expressions 
raticftmelles. 
D'après cette convention, les radicaux 



^a s'écriront a* 

\/a 

8/— 

ya« 



1 
a» 

a' 

é 

a» 

8/ « 1 



i6. L'emploi des exposants fractionnaires ne sera vrai-* 
ment utile que s'il est permis de remplacer un exposant 
fractionnaire par un autre égal au premier. C'est ce qui 
a lieu effectivement ; car multiplier ou diviser par un mêm^ 
nombre les deux termes d'un exposant fractionnaire, revient 
à multiplier ou diviser par un même nombre l'indice d'un 



n 
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radical et l'exposant de la quantité placée sous le radical , 
ce qui, comme on Ta vu plus haut, ne change pas la valeur 
du radical. 

On pourra donc, si Ton veut, réduire un exposant frac- 
tionnaire à sa plus simple expression. Soit, par exemple, le 

13/ ?î 

radical y a*% qui s'écrit symboliquement a«; en simplifiant 

6 

l'exposant fractionnaire ff , on obtient le symbole a*, qui 

8 / 

représente le radical y a% égal au premier. 

Nous ferons voir maintenant que les règles du calcul 
des exposants entiers s'appliquent aux exposants fraction-- 
naires. 

17. Multiplication. On sait que, pour multiplier deux 
puissances entières d'un même nombre, il suffit d'ajouter 
les exposants. La même règle s'applique aux exposants 
fractionnaires. 

Je dis, par exemple, que 



m p 



En effet, les deux puissances fractionnaires a^ et a« repré- 
sentent par convention les deux radicaux y a"» et \/a''; pour 
multiplier ces àenx radicaux, on les réduira d'abord au 
même indice, ce qui donne 

nqj— nqf-^ nqj ng/ 

y «"»« X y «'**'= y «'"«x 0**"= ytir^-^^. 
Or ce dernier radical, produit des deux premiers, s'écrit 

mq-{-np 



OU 



a »*« ' 
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en remarquant que l'exposant ^ ^ est la somme des 

deux fractions— et^. On a donc 

n q 

Exemples, 





s 3 


V 


a^X^a^ = a, 




1 1 


2* 


a 'Xa* = a^, 




111 


3« 


a»Xa* = a% 


4« 


15 2 SI 7 



18. Division* La règle de la multiplication étant éten- 
due aux exposants fractionnaires, celle de la division Test 
par là même. Ainsi, pour diviser Tune par Tautre deux 
puissances quelconques d'un même nombre, il suffira de 
retrancher l'exposant du diviseur de celui du dividende. 

Je dis que 



m 

a^ — - 
— = a^ 9* 



car, si l'on multiplie le quotient par le diviseur, ce que l'on 
fait en ajoutant les exposants, on reproduit le dividende 



m 



Exemples. 

a 
n 



i" -ï=«', 



là 



'BE 


J, CHAP. m. 


3* 


s 

a' 




a' 


3« 


1 




o» 


4» 


5 




o* 



19. Puissance, Nous avons démontré que Ton élève un 
nombre à deux puissances entières successives en l'élevant 
à une puissance ayant pour exposant le produit des expo- 
sants. La même règle s'applique aux exposants fraction- 
naires. 

Considérons l'expression 

Cette expression signifie 



v/(.")'. 



ou 

9 



v(y«~-)^ 

Il faut élever la quantité S oT à la puissance p et prendre 
la racine g' du résultat. On sait (n* lo) que Ton élève un 
radical à une puissance en élevant à cette puissance la 
quantité placée sous le radical ; on a donc 

(y/a*»; =:Va% 
et par suite 
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On sait (n*,i i) d'autre part que Ton extrait la racine d'un 
radical en multipliant Tindice du radical par l'indice de la 
racine, ce qui donne 

On arrive ainsi à l'égalité 



\ ^ a'^Y z^^'^s/ qTK 



nqi ^ 

Le radical y <***'' pouvant être représenté par a**', on a 
finalement 






L'exposant du résultat est le produit des deux exposants 



m o 
-eti-. 

« 9 



Exemples é 



ai 



' 8 
8 



3^ 



(a*) =a*. 



Exposants incommensurables, 

20, Prenons comme exemple l'expression a^^. Soient 

_ et ~ ■ deux nombres fractionnaires dont les carrés 
n n 

comprennent 2 ; l'expression av'* désignera la limite com- 
mune des deux quantités a* et a ^^^ quand la différence 
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- devient de plus en plus petite. Mais, pour compléter 
cette définition , il faut démontrer que. les d^ux quantités 

a »» et a ** tendent effectivement vers une limite commune : 
c'est ce que nous ferons voir plus tard, quand nous aurons 
établi quelques propriétés des puissances servant à la défi- 
nition des logarithmes. 

Admettant pour le moment l'existence de cette limite, 
nous remarquerons que toutes les règles démontrées pour 
le calcul des exposants fractionnaires s'étendent évidem- 
ment aux exposants inconimensurables. 

Ainsi 

Exposants négatifs. 

21. Nous savons que pour diviser Tune par l'autre deux 
puissances d'un même nombre, il suffit de retrancher 
l'exposant du diviseur de l'exposant du dividende , lorsque 
l'exposant du diviseur est plus petit que celui du divi- 
dende. 

Si l'on applique la même règle lorsque l'exposant du 

diviseur est plus grand que celui du dividende , on obtient 

a* 
un exposant négatif. Soit le quotient— ;j -, l'exposant du di- 

viseur étant plus grand que celui du dividende , la division 
est impossible; mais, si Ton applique la règle énoncée 
plus haut, on est conduit au symbole a~' ; le quotient pro- 
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posé, simplifié, devient— 5; ainsi le symbole a""' peiit être 

Cv 

adopté comme représentant le quotient —j-. 

En général , on est convenu de représenter le quotient 

— , dans lequel l'exposant m est quelconque, entier ou 

fractionnaire, par le symbole a""***. L'exposant négatif rem- 
place ainsi le signe de la division. 

Nous ferons voir que les règles établies précédemment 
pour le calcul des exposants positifs s'étendent aux expo- 
sants négatifs. 

22. Multiplication. Pour multiplier deux puissances d'un 
même nombre, il suffit d'ajouter algébriquement les expo- 
sants, quels que soient ces exposants, positifs ou négatifs. 

1" Considérons d'abord le cas où l'un des exposants est 
positif, l'autre négatif. Soit à multiplier 0** par a"** (m et 
n étant deux nombres positifs quelconques , entiers ou frac- 
tionnaires, ou même incommensurables) ; puisque a"** par 

convention représente — , on a 



a' 



1 a"* 
a"» X a-** = a"» X - = -r-; 



oT 



mais le quotient-^ est représenté dans tous les cas, que 

m soit plus grand ou plus petit que n, par le symbole 
a"*"**; donc 



a"»Xû"'* = û"*"^ 



L'exposant du produit est la somme algébrique des deux 
exposants. 
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2"" SupposoDS maintenant les deux exposants négatifs. 
Soit à multiplier a*"* par a"**. Puisque les symboles a"*" et 

a"** désignent les quotients — et -;;■ , on a 

111 1 



Mais cette dernière expression e^t représentée par a"^**+* 
ou a"***^. On a donc 



L'exposant du produit est encore la somme algébrique des 
exposants. 

2* a-'Xa» =a-S 
y a»xa^* = a* = i, 

23. Division» La règle de la multiplication étant étendue 
aux exposants négatifs , celle de la division Test par là 
même. Pour diviser Tune par l'autre deux puissances 
quelconques d'un même nombre, il suffit de retrancher 
algébriquement l'exposant du diviseur de celui du divi- 
dende; car, en multipliant le quotient ainsi obtenu par le 
diviseur, on reproduit le dividende. Remarquons que ceci 
revient à transformer le diviseur en multiplicateur par le 
changement de signe de son exposant. 

Exemples. 

V — - = a-'xa"''=a-S 
ar 
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a' 
a 



19 



» 
a 



=:ùr^Xa^ =a'S 



= (r'xa' =a*. 



24. Pumance. Pour élever un nombre à deux puis- 
sances successives , il suflBt de multiplier entre eux les deux 
exposants 9 quels que soient leurs signes. 

1* Considérons d'abord le cas où le premier exposant 
est négatif, le second positif. Soit l'expression (a""*)**. 

Puisque a~"* représente -^ , on a 



(Û T \^mj fj^mn'y 



mais ce résultat peut être représenté par a"^*"; donc 

2*» Supposons le premier exposant positif, le second né- 
gatif. Soit l'expression (a*")"~; par convention, cette ex- 
pression représente le quotient 



(O 



m\rt' 



qui est égal à -^ , et qui peut être représenté par a 



— t»n 



Donc 



(a"*)~** = a 



!~m,n 



3» Supposons enfin les deux exposants négatifs. L'ex- 
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pression (a""*)"** représente le quotient 



-m\n 



(a-) 



= «""*; 



donc 

Ainsi, dans tous les cas, l'exposant du résultat est le 
produit algébrique des deux exposants , conformément à la 
règle des signes. 

Exemples. 

Tout ce que nous avons dit sur le calcul des exposants 
fractionnaires et négatifs , peut se résumer en deux règles 
fondamentales : 

m et n désignant des exposants quelconques, entiers ou 
fractionnaires , positifs ou négatifs. 



J 



LIVRE IL 



BINOME. 



CHAPITRE PREMIER. 

COMBINAISONS. 

Arrangements. 

25. Je suppose que Ton ait m objets distincts. On appelle 
arrangements de ces m objets n à n les différentes disposi- 
tions que Ton peut fornier avec ces m objets, en les prenant 
n à n de toutes les manières possibles, et les plaçant les uns 
à côté des autres sur une ligue droite. Deux arrangements 
diffèrent, par la nature des objets qui les composent, ou 
seulement par l'ordre dans lequel ils sont placés. 

Par exemple, avec les trois lettres a, 6, c, prises deux à 
deux de toutes les manières, on peut former les six arran- 
gements suivants 

ai, aCy ba^ bc, ca, cb. 

Le premier et le troisième ne diffèrent que par Tordre des 
lettres ; de môme le second est le cinquième, le quatrième 
et le ^i^ème. 
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Nous représenterons en général les m objets par les pre* 
mières lettres de T alphabet 

a, by Cy ky 

et nous désignerons par le symbole A^ le nombre des ar- 
rangements que Ton peut former avec ces m objets pris n 
à n de toutes les manières possibles. 

On obtient évidemment les arrangements des m lettres 
une à une, en prenant chacune d'elles séparément, ce qui 
donne m arrangements, 

ùf by Cf k. 

Ainsi 

A^ = m. 

Nous obtiendrons les arrangements des m lettres deux à 
deux en mettant à la suite de la première lettre a successi- 
vement chacune des autres lettres, à la suite de la seconde 
lettre b successivement chacune des autres, et ainsi de suite, 
ce qui donne le tableau suivant : 

ab, aCf ad y » o.ky 

ba, bc, bd y , bky 

ctty cbf edy , ck, 



ka, kby kCy , kh» 

La première ligne horizontale contenant tous les arrange- 
ments qui commencent par la lettre a, la deuxième tous 
ceux qui commencent par la lettre 6, etc., nous avons ainsi 
formé tous les arrangements des m lettres deux à deux. 
Puisque chaque ligne horizontale renferme m — i arrange- 
ments, et qu*il y a m lignes, le nombre des arr^agemeott 
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conlwu dans le taUeau est m (m — i); on a donc 

A^=m(m — i). 

De même , si à la suite de chacun des arrangements deux 
è deux on place chacune des m — 2 autres lettres, on forme 
les arrangements trois à trois : 

abcy abdy , abky 

acbf acdj ..... ^ ack, 

baCy bady ^ bak. 



A la suite du premier arrangement ab de deux lettres, nous 

avons écrit chacune des autres lettres c, d, k; de 

même, à la suite du second ac^ chacune des autres lettres 

6, d, ft, etc. On a formé ainsi tous les arrangements 

trois à trois ; car un arrangement de trois lettres se com- 
pose nécessairement d'un arrangement de deux lettres 
suivi d'une autre lettre. Le même arrangement n'est pas 
répété deux fois ; car les arrangements d'une même ligne 
horizontale diffèrent par la troisième lettre, et deux arran- 
gements de deux lignes différentes par l'arrangement des 
deux premières lettres. Chaque ligne horizontale contient 
m — 2 arrangements ; il y a m (m — 1) lignes horizontales, 
autant que d'arrangements deux à deux; donc le nombre 
des arrangements des m lettres trois à trois est 

m[m — i)(m — a); 
on a donc 

A' = iw(m — i)(m — 2). 

En continuant le même raisonnement, on arrive à la for- 
mule générale 

A**=m(m — \){m — 2) (m — n + i)^ 
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Le nombre des arrangements de m objets n à n est égal au 
produit de n nombres entiers consécutifs décroissants à corn- 
mencer par m. 

26. 11 est bon de s'assurer que la formule précédente, 
écrite par induction, est générale. Supposons que Ton ait 
formé les arrangements des m lettres n — i an — i , et que 
Ton veuille former les arrangements nhn, A la suite de 
chacun des arrangements n — i à n — i , on écrira succes- 
sivement chacune des m — n + i autres lettres. On ob- 
tiendra de la sorte tous les arrangements nh n; car un 
arrangement de n lettres se compose d'un arrangement de 
n — 1 lettres suivi d'une autre lettre. Le même arrange- 
ment ne se trouve pas répété deux fois; car deux quelcon- 
ques des arrangements ainsi obtenus diffèrent par la der- 
nière lettre ou par l'arrangement desn— i premières lettres. 
Chaque arrangement ancien donnant m — n + i arrange* 
ments nouveaux, on a la relation générale 

A:=Ar'x(m-«+,). 

On en déduit, en donnant successivement à n les valeur^ 
2, 3, 4» w? 

Kn=KnX(^-^h 

A!:=Alx(m-5), 



A«=A« X(w — n + i). 

Si l'on multiplie toutes ces égalités entre elles, les facteurs 
intermédiaires disparaissent, et Ton obtient la formule 

Al^z=zm{m — i) {m — n + i). 
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Applications, l"" Quel est le nombre des arrangements 
de sept lettres trois à trois? C'est le produit de trois nom- 
bres entiers consécutifs décroissants, à commencer par 7. 

aJ = 7.6.5= 210. 

2* Combien y a-t-il de nombres composés de deux chif- 
fres significatifs difTérents? Autant qu*on peut former d'ar- 
raDgements avec les neuf chiffres significatifs deux à deux, 

AÎ = 9.8 = 72. 

3" Combien y a-t-il de nombres composés de cinq chiffres 
significatifs différents? Autant qu'on peut former d'arran- 
gements cinq à cinq avec les neuf chiffres significatifs. 

aJ = 9.8.7.6.5 = i5i2o. 

Permutations. 

27. On appelle permutations de m objets les différentes 
dispositions que l'on peut donner à ces m objiets, en les 
plaçant les uns à côté des autres sur une ligne droite. 
Chaque permutation contient tous les objets, et deux per- 
mutations ne diffèrent que par l'ordre des objets. 

Ainsi, avec deux lettres a et 6, on peut former deux per- 
mutations 

(dff ha» 

Nous désignerons en général par P^ le nombre des per- 
mutations de m objets. 11 résulte de la définition que les 
permutations de m objets ne sont autre chose que les arran- 
gements de ces m objets pris tous ensemble, c'est-à-dire 
m 4 w; on a donc, suivant la notation habituelle, 

P^ = A^=wi(m — i)(m— 2) 3.2.1, 
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OU, si ToTî change l'ordre des facteurs^ 

Le nombre des permutations de m objets égale le produit 
des m premiers nombres entiers. 

Applications. 1* Combien peut-on former de mots de 
trois lettres avec trois lettres données? C'est le nombre des 
permutations de trois lettres 

Pj=i.2.5=6. 

2"^ De combien de manières peut-on disposer dix soldats 
en ligne? C'est le nombre des permutations de dix objets 

Pj^ == 1 .3.54.5.6,7.8.9. 10 = 56a88oo. 

28. Nous avons déduit la formule des permutations de 
celle des arrangements comme cas particulier. Voici com- 
ment on peut établir cette formule directement. 

On ne peut évidemment donner qu'une disposition à une 
lettre a ; ainsi 

Avec deux lettres a et t, on peut former deux permuta- 
tions 

ab f ba, 
et l'on a 

P, = 1.2. 

Si, dans chacune des permutations précédentes, on in- 
troduit la lettre c h toutes les places, à la fin, au milieu, au 
commencement, on obtient les permutations de trois lettres 
a, 6, c, 

abc, acby cab^ 

bac, bca, cba. 

On a formé ainsi toutes les permutations de trois lettres ; 
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car une permutation de trois lettres se compose d'une per- 
mutation des deux premières lettres a et 6 à laquelle on 
ajoute la troisième lettre c. La même permutation ne se 
trouve pas répétée deux fois ; car deux permutations quel- 
conques diffèrent, soit par la place de la lettre c, soit par la 
disposition des deux autres lettres. Chacune des permuta- 
tions précédentes donnant trois permutations nouvelles, on a 

P3 = P,X3 = i.a.3. 

De même, si dans chacune des permutations des trois 
lettres a, 6, c, on introduit la lettre d à toutes les places, 
et il y a quatre places, deux intermédiaires et deux ex- 
trêmes, on obtient les permutations des quatre lettres a, 6, 
e,d; chacune des permutations précédentes donnant quatre 
permutations nouvelles, on a 

P^ = P3X4= i.a.34. 

En continuant le même raisonnement, on arrive à la for* 
iQule générale 

P^= 1.2.3 m. 

Combinaisons. 

29. On appelle combinaisons de m objets n à n les diffié*- 
rents groupes que l'on peut former avec ces m objets en 
les prenant n à n, de toutes les manières possibles, de façon 
que deux groupes diffèrent au moins par la nature d*un 
objet. Dans les combinaisons on n*a pas égard à la disposi- 
tion des objets. 

Si Ton a m lettres et que Ton imagine qu'elles repré- 
sentent des quantités différentes, on peut concevoir les 
combinaisons de ces m lettres nk n comme les différents 
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produits que Ton peut former avec ces m lettres, en les 
prenant ûknde toutes les manières possibles. 

Par exemple, avec les trois lettres a, 6, <5, prises deux à 
deux, on ne peut former que trois combinaisons 

ai, aCy bcy 

tandis que Ton a six arrangements. 

Nous désignerons en général par C^ le nombre des com- 
binaisons de m objets nkn. La formule des combinaisons 
se déduit de celle des arrangements et de celle des permu- 
tations. Imaginons en effet les combinaisons de m lettres 
nkn formées. Si nous donnons aux n lettres qui com- 
posent chacune de ces combinaisons toutes les dispositions 
possibles, c'est-à-dire si nous permutons ces n lettres, nous 
obtiendrons les arrangements des m lettres nkn. Nous 
aurons ainsi tous les arrangements ; car un arrangement 
quelconque est une combinaison dans laquelle les n lettres 
qui composent cette combinaison sont disposées dans un 
certain ordre; et nous n'aurons pas deux fois le même ar- 
rangement ; car les arrangements fournis par une môme 
combinaison diffèrent par Tordre des lettres, et ceux qui 
sont fournis par des combinaisons différentes diffèrent au 
moins par la nature d'une lettre. Chaque combinaison don- 
nant un nombre d'arrangements marqué par P^, on a 

d'où 

A** 

et, en remplaçant par les valeurs connues, 

pH m(m — i) (m — a) (m — w-fi) 

^ i.a.3 n 
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Applications. Pour appliquer la formule, on écrit d'a- 
bord au dénominateur les n premiers nombres entiers^ 
puis on écrit au numérateur autant de nombres entiers dé- 
croissants , à commencer par m, 

!• Nombre des combinaisons de 5 objets 2 à 2. 

C'=:^=10 

* 1.2 
2' Nombre des combinaisons de 10 lettres 4^4* 

^4 10.0.8. 7 

3"^ Nombre des combinaisons de 1 o lettres 6 à 6. 

6 10.98.7.6.5 10.9.8.7 • • 

^^ 1. a. 3.4.5.6 1.2.3.4 

à" Le nombre des combinaisons de m lettres une à une 
est m , ce qui est évident à priori. 
S'' Le nombre des combinaisons de m lettres m à m est 



^m w(wî — 2) (m — 3) 3.2.1 

t, = _ ^= 1. 

"* 1.2.3 m 



11 est évident en effet que si Ton prend toutes les lettres, 
on ne peut former qu'une seule combinaison. 

Nous démontrerons sur les combinaisons deux théorèmes 
?ni nous seront utiles par la suite. 

30. Théorème L Le nombre des combinaisons de m ob- 
j^ n à n est égal au nombre des combinaisons de ces m objets 
î»—n à m— n. 

Supposons en effet que Ton ait m numéros dans une 
nrne; si Ton en tire n, il en restera m— n dans Turne; 
^si à chaque combinaison de n numéros correspond une 
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combinaison de m—n , et réciproquement. On a donc 

m ■• • 

On peut d'ailleurs vérifier aisément TégaUté de» deux 
nombres 

m{m —i) . . . . . (m — n+i ) 

^ i.a.3 n 

g«-n _ mim—i) (^+0 . 

"* 1.2.5 {m — n) ' 

car si l'on multiplie les deux termes de la première frac- 
tion par le produit 1.2 {m--n)^ les deux termes de la 

seconde par 1.9 n, les déDominatears deviennent 

égaux et Ton a au numérateur le produit des nombres en- 
tiers consécutifs de 1 à m ; il vient de la sorte 

pn _ pm^ _ ^>a«5 m 

*^ *^ i.a nXi.a (m — n) 

Par exemple, le nombre des combinaisons de 5 objets 
4 à 4 6St égal au nombre des combinaisons de 5 objets 
] à 1 , le nombre des combinaisons de 5 objets 3 à 3 est 
égal au nombre des combinaisons 2 à 2. 

31. Théorème II. Le nombre des combinaisons de m objets 
n à n est égal au nombre des combinaisons de m — 1 objets 
n d n, plus le nombre des combinaisons de m — 1 objets 
n— 1 an — 1. 

En effet, les combinaisons de m lettres a, fr, (;,....*/e, 
{Nrises nkn^ peuvent être distinguées ra deux catégories, 
celles qui ne contiennent pas une certaine lettre Jt, et celles 
qui la contiennent. La première catégorie se compose évi- 
demment des combinaisons des m-*- 1 premières lettres n 
à m On obtiendra celles de la seconde catégorie en fcmasia&t 
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les combinaisons des m — i premières lettres n — i à n— i , 
et ajoutsmt à chacune d'elles la lettre k. On a donc 

pu pn 1^ rin— i 

On peut aussi yérifier facilement cette égalité au moyeu 
de la formule des combinaisons. 

Par exemple , le nombre des combinaisons de 7 objets 
3 à 5 est égal au nombre des combinaisons de 6 objets 3 à 
3, plus le nombre des combinaisons de 6 objets 2 à 2. 

Probabilité, 

32. On appelle probabilité d^un événement le rapport 
du nombre des cas favorables au nombre total des cas pos- 
sibles» lorsque tous ces cas sont également possibles. Je 
suppose qu'une urne renferme 12 boules d'égale grandeur, 
7 blanches et 5 noires. On tire une boule au hasard, et Ton 
demande la probabilité pour chaque couleur. 11 y a 1 2 cas 
possibles et également possibles : 7 pour les blanches, 5 pour 

les noires. La probabilité est donc — pour la sortie d'une 

5 

blanche, — pour la sortie d'une noire. 
12*^ 

La loterie se composait de 90 numéros ; i chaque tirage 
il en sortait 5 au hasard. Une personne désigne un numéro, 
par exemple, le numéro 20 ; si le num^o désigné se trouve 
parmi les & numéros sortants, la personne a gagné; sinon 
elle a perdu. C'est là ce qu'on appelait prendre un eottrait 
Il est facile d'évaluer la probabilité. Puisqu'on tire & nu- 
méros à chaque fois, le nombre des cas possibles est le 
nombre des combinaisons de 90 numéros de 5 à $, 

^8 __ 90.89.88.87.86 
^ 1.2.3.4.5 
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Les cas favorables sont les combinaisons qui contiennent 
le numéro désigné 20; pour les former, imaginons que 
Ton ôte ce numéro 20 et que Ton combine les 89 autres 
numéros 4^4» puis que Ton ajoute à chacune de ces com- 
binaisons le numéro 20 ; on aura de cette manière toutes 
les combinaisons qui contiennent le numéro 20. Ainsi, le 
nombre des cas favorables est le nombre des combinaisons 
de 89 numéros 4 ^ 4» 

4 _ 89>88.87.86 
«•"^ 1.2.3.4 * 

La probabilité de la sortie du numéro désigné , ou le 
rapport du nombre des cas favorables au nombre total des 

5 1 

cas possibles, est le quotient de Cj, par Cj^^, soit — ou -^. 

Ainsi, sur 18 cas possibles, il y en a 1 favorable à la per- 
sonne qui prend l'extrait, et 17 pour la loterie. 1) faudrait 
donc parier 1 contre 17. La loterie, au lieu de 17 fois, ne 
donnait que 1 5 fois la mise. 

Lorsqu'on désigne deux numéros, on prend ce qu'on 
appelle un ambe; si les deux numéros désignés sont tous 
deux parmi les cinq numéros sortants, on a gagné ; sinon 
on a perdu. Les cas favorables sont les combinaisons qui 
contiennent les deux numéros désignés ; on les formerait 
en combinant les 88 autres numéros 5 à 3, et ajoutant 
à chacune des combinaisons les deux numéros désignés. 
Ainsi, la probabilité de la sortie d'un ambe est le rapport 

de G' à C' , soit -^^ ou ^. 11 faudrait donc parier 2 
^ ^ 90.89 801 ^ 

contre 799, ou 1 contre 899 + -; la loterie ne donnait que 

270 fois la mise. 
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On trouvera de même que la probabilité du Urnt est 
, celle du qmXtrneT — ^ô* La loterie ne donnait 



U748' ^""^^'"^ 5 11038 

que 55oo fois la mise pour le terne, 76000 fois pour le 
quateme. 
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33. On sait que le produit de deux polynômes est égal 
à la somme des produits que l'on obtient en multipliant 
chaeun des termes du multiplicande par chacun des termes 
du multiplicateur. En général, le produit de plusieurs po- 
lynômes est la somme des produits que Ton obtient en 
prenant de toutes les manières possibles un terme dans 
chacun des polynômes proposés. 

Proposons -nous d'abord d'effectuer le produit des m fac- 
teurs binômes 

en l'ordonnant par rapport aux puissances décroissantes 
deo?. 

Le produit de ces m facteurs binômes est la somme des 
produits obtenus en prenant de toutes les manières possi- 
bles un terme dans chacun d'eux. Si l'on prend les m pre- 
miers termes, on obtient le premier terme a^ du produit. 
Si l'on prend le second terme a dans le premier facteur 

binôme, et le premier terme x dans tous les autres, on ob- 

3 



34 LlVilE II, CHAP. II. 

4 

m 

tient le produit ax"^^ qui est du degré m — i ; prenant de 
même le second terme 6 dans le second facteur binôme et 
le premier terme x dans tous les autres, on a bx"^^; en un 
mot, le second terme de Tun quelconque des facteurs bi- 
nômes, combiné avec les premiers termes de tous les au- 
tres, donne au produit un terme en x'^K Réunissant tous 
ces termes du degré m — i , on voit que x*^^ a pour multi- 
plicateur la somme des m quantités a, 6, c, k, somme 

que pour abréger nous désignerons par S^. Ainsi le second 
terme du produit est S^x'^K 

Prenons maintenant les seconds termes dans deux quel- 
conques des facteurs binômes, et les premiei's dans tous 
les autres, nous formerons les termes du degré m — 2, tels 
que afta?"*""*, acx'^^^ hcx^"^^ etc. Si nous réunissons tous 
ces termes, nous voyons çae ^r*""*, mis en facteur commun^ 
sera multiplié par la somme des combinaisons deux à deux 
des m lettres a, 6. ,.• . . . ft. Désignons par S, la somme de ces 
combinaisons, le troisième terme du produit sera Sjic"*~l 

En prenant de même les seconds termes dans trois quel- 
conques des facteurs binômes et les premiers dans tous les 
autres, on formera les termes du degré m — 5, tels que 
a6ca?"*~^ abdx^"^^ etc. Réunissant ces termes en un seul, 
et appelant S^ la somme des combinaisons trois à trois des 
lettres a, 6...... A, on obtient le quatrième terme SgO;*^'^ du 

produit. 

En général, si l'on prend les seconds termes dans n quel- 
conques des facteurs binômes et les premiers dans les 
m — n autres, on forme les termes du degré w — n; réu- 
nissant ces termes et représentant par Sn la somme des 

combinaisons nkn des m lettres a, 6, fc, on a le terme 

général S^a?***^ du produit. 

On obtient les termes du premier degré en prenant 
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les secoixls termes dans tous les acteurs bifidiiies, excepté 
on, et k premier dans cet autre; ces termes réunis don* 
nent T avant-dernier terme du produit S^«i^. Enfin le pro- 
duit abc k des seconds termes de tous les factmirs bi- 
nômes, produit que nous désignerons* par S»», donne le 
dernier terme du produit demandé. 

Ainsi le produit des m facteurs binômes se dévdoppe de 
la manière suivante : 

34. Supposons maintenant que les quantités a« 6, c....ft 
soient égales aitre ellçs, le produit des m facteurs binômes 

{x-\-a) (x + b) [x + c] (^ + A)? 

devient (a? + a)**. Voyons à quoi se réduit le développe- 
ment : la somme S^ des quantités a, 6> C....I: se réduit à ma, 
puisque chacune de ces quantités devient égale à a et qu'il 
y en a m. La lettre S, désigne la somme des combinai- 
sons deux à deux de ces mêmes quantités ; chacune de ces 
combinaisons devient égale à a' ; et il y en a un nombre 
marqué par le nombre des combinaisons de m lettres deux 

à deux , soit — - — ^^ ; leur sonuiie S, «st dtmc 4gale à 

1.2 ' ^ 

naisons trois à trois ; chacune de ces combinaisons devenant 
égale à a^ et leur nombre étant — ^ — ~ '^ ^ — ^^^^% leur 

somme égale — ^^ ^-^ ^.a^ 

i.«.o ^ 

^£n général, 6» désigne la sonune des combinaisons nkn 

des m quantités a, 6, c k; ces quantités devenant égales 
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à a, chacune des combinaisons se réduit à a*" ; leur nombre 
étant le nombre des combinaisons de m lettres n à n, on a 

_ m(m— i) ( m— a) (m— n + i) ^^ 

5j — _ — — a , 

1.2.3 n 

Enfin, le dernier terme, ou le produit des m quantités 

égales a, 6, fc, se réduit à a*". 

On a ainsi la formule 

(i) (a? + û) =a?'^H û^ H ^^ ^û'a;*" ^ 

1 1,2 

, m(m — i)(m — 2) , ^, , , *w ^1 1 « 

1.2.3 ' . ' 1 

connue sous le nom de formule du binôme. Elle est très-fré- 
quemment employée ; elle sert à former le développement 
d'une puissance quelconque d'un binôme. Le terme général, 
celui qui occupe le n + l' rang dans le développement, est, 
comme nous l'avons dit, 

t^) m{m—i){m — 2) [m — n+i) ^^^^_^^ 

1.2.3 n 

Si dans la formule (1) on remplace a par — a, pn obtient 
le développement de (a? — a )"*, 

te — ar = x^ ax'^^A — — ^o'a:*^' — .....zha*": 

1 1.2 

les signes alternent. 

35. Remarque I. Dans la formule du binôme, les expo- 
sants de X vont en diminuant graduellement d'une unité, 
ceux de a Vont au contraire en augmentant ; la somme des 
exposants de a et de a; dans chaque terme est constamment 
égale à m. 
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Le nombre des termes du développement est m + i ; car 
les exposants de x forment la suite des m premiers nombres 
entiers, plus l'exposant zéro du dernier terme, 

?n, m — 1, m — 2, , 1, 0, 

en tout m + i termes. 

56. Remarque IL Le$ coefficients des termes également 
distants des extrêmes sont égaux. Si l'on écrit la formule du 
binôme en laissant les lettres qui marquent les nombres de 
combinaisons, on a ' 

+ CT'^a^^^x* + CZ'^a'^'x + a\ 

Le premier terme et le dernier ont tous deux pour coefficients 
l'unité, le second terme et l'avant-dernier ont pour coeffi- 
cient C* et Car^; mais, en vertu d'un théorème démontré 
{xf 5o) , on sait que ces deux nombres sont égaux. De même 
les troisièmes termes, à partir des deux extrêmes, ont pour 
coefficients les nombres égaux C\ et C^*, etc. 

57. Remarque IIL Les coefficients se déduisent les uhs 
des autres par une loi très-simple : Multipliez le coefficient du 
dernier terme obtenu "par X exposant de x dans ce terme et 
iimez par le rang de ce terme^ vous aurez le coefficient du 
terme suivant. 

En ^et, nous avons trouvé pour le n + i* terme du déve- 
loppement 

m(m--i) (m— n + a)(m — n + i) . 

i.a (n — ijn 

le terme précédent est 

1.2 (n — 1) 
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Od déduit le n + i* tenne du précédent en angmeiitaDt 
d'une unité l'exposant de a et diminuant d'une unité celui 
de X. Quant au coefficient» on le forme en multipliant le 
coefficient précédent par l'exposant m — n + i de x dans ce 
terme précédent, et divisant par n, rang de ce terme. 

Exemples. 

Il importe de s'exercer à développer rapidement la puis* 
sance d'un binôme. La règle que nous venons d'indiquer 
facilite beaucoup le calcul. 

1*» (a? + û)^ = ^^ + 7^^* + a la'â?" -f- 35a V 

-|- 35a*a?' + 2 1 a V + ya^x + û^ 

Pour passer du second terme au troisième, il faut multi- 
plier par 6 et diviser par 2 , ce qui revient à multiplier par 3. 
Pour passer du troisième terme au quatrième, il faut mul^ 
tiplier par 5 et diviser par 3 ; on divisera d'abord 3 1 par 3, 
ce qui donne 7, et l'on multipliera par 5, ce qui donne 35. 
1^6 développement contenant 7 + 1 ou 8 termes, et les 
termes également distants des extrêmes étant égaux, une 
fois trouvés les quatre premiers, on écrira les quatre autres 
immédiatement. 

2o {x + aY =a^ + Sax'^ + iiSa'a?' + 56û»a:* 

-f 7oaV + 56a V+ a8«V + 8a'a? + a\ 

Le développement contient 9 termes ; il est nécessaire de 
calculer les cinq premiers; arrivé au terme 7oa*p?*, on re- 
marque que les coefficients se reproduisent. 

3° (a: — a) " = ;r»* — 1 1 a^*« + 55a V — 1 65a V 
4- 33oa V — 46afl V -f 46aa«j?* — SSoa'^x^ -f i65aV 
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Le nombre des termes étant pair, le dernier terme a le 
signe — , et les termes qui ont même cœfiicient sont affiictés 
de signes contraires. 

+ 66a* V — 1 2a"a: + a". 

* 
Le développement contenant un nombre impair de termos, 

le dernier a le signe + et les termes qui ont même coeffi- 
cient sont affectés du même signe. 

58. Remarque IV, Les coefficients vont en augmentant 
du commencement jusqu'au milieu du développement et en 
diminuant du milieu à la fin. En effet, le rapport du coeffi- 
cient du n + 1* terme à celui du terme précédent est, 
connue nous l'avons dit , 

m — tt -}-i 

— ^^ ■ ' . 
n 

C'est par ce rapport que Ton multiplie le coefficient dn t»« 
termp pour former celui dun + 1* terme. Le» coefficients 
vont en croissant tant que ce multiplicateur reste supérieur 
à l'unité ; ils vont au contraire en décroissant quand ce 
multiplicateur devient inférieur à l'unité. Posons donc 

m — n+ 1 

• ~ >i, 

n 

et résolvons cette inégalité par rapport à n, nous aurons 



n< 



2 



fn ' I 1 
La fraction — -ï— désigne la moitié du nombre des termes 
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du développement; ainsi les coefiSciente vont en croissant 
jusqu'au milieu. A partir du milieu, l'inégalité change de 
sens et les coefficients décroissent. 

Il y a deux cas à distinguer : i^ lorsque m est pair, le 
nombre des termes m + i est impair ; il y a au milieu un 
coefficient plus grand que tous les autres. Ainsi dans le 
développement de (x + a)% dont nous n'écrivons ici que 
les coefficients 

1, 8, a8, 56, 70, 56, a8, 8, 1, 

le coefficient 70 est le plus grand ; a*" lorsque m est impair, 
le^nombre des termes est pair, il y a au milieu deux coeffi- 
cients égaux plus grands que tous les autres. Ainsi dans h 
développement de (x + a)\ dont les coefficients sont 

1, 7, ai, 35, 35, 21, 7, 1, 

les deux coefficients 35 du milieu sont les plus grands. 

Ce qui précède donne une propriété des combinaisons 
qu'il est bon de remarquer. On demande, par exemple, de 
quelle manière il faut combiner huit objets pour avoir le 
plus grand nombre de combinaisons. Il est clair qu'il faut 
les combiner 4^4; car les coefficients du développement 
de {x + «)% à partir du second, sont les nombres de com- 
binaisons que l'on peut former avec 8 objets, en les prenant 
1 à 1 , a à a, 3 à 3, etc.. .; le plus grand coefficient étant le 
cinquième, il en résulte que le nombre des combinaisons 
des 8 objets A à 4 surpasse les autres nombres de combi- 
naisons. De même, avec 7 objets, on obtient le plus grand 
nombre de con^inaisons en les prenant 3 à 3 ou 4 à 4* 

3g. Remarque Y. Si dans le développement de {x -f a)*" 
on fait 0? = 1 et a = 1 , chaque terme se réduit à son coeffi- 
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cient, et ron a f 

a"*==t + --+ \ ^ + + 1. 

Ainsi la somme des coefficients du développement est égale 

En retranchant le premier coefficient qui ne désigne pas 
un nombre de combinaisons, on en conclut que le nombre 
total des combinaisons qu'on peut faire avec m objets, en les 
prenant de toutes les manières possibles, soit i à i, soit 
2 à 2, etc., est 2*" — 1, 

4o. Remarque VI. Si dans le développement de {x — a)** 
on fait a; = 1 et a = 1 , on a 

d'où Ton lléduit 

i^si, quand on forme toutes les combinaisons possibles 

avec m objets, le nombre des combinaisons qui renferment un 

nombre impair d'objets surpasse d'une unité le nombre des 

combinaisons qui renferment un nombre pair d'objets. Si 

donc on appelle u et v ces deux nombres de combinaisons, 

on a 

w-f-t; = a"* — 1 
u — v= 1. 

On en déduit 



tt=2*^*, v=zi^^ — 1. 



Par exemple, avec 10 objets on peut former en tout 
«"— 1, c'est-à-dire 102 5 combinaisons. Parmi ces com- 
binaisons 5 12 contiennent un nombre impair d'objets, 
5 m UQ Qombre pair. 
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neORÏS, PILBS DE BOULETS. 

PyrumUe à bow $arrie, 

kl. CoDBidérons une pyramide ayant pour base 11D canâ 
de m boulets au côté t sur la base est placé un autre carré 
ayant m — i boulets au c4)té, et ainsi de 
suite jusqu'au sommet formé d'un seul 
boulet. Le nombre des boulets contenus 
dans chaque tranche étant un carré par^ 
fait , le nombre total des boulets conte- 
nus dans la pyramide est la somme des 
carrés des m premiers nombres entiers. 

Voici une manière très-simple d'obtenir cette somme. Si 
dans l'égalité 

on donne h m successivement les m valeurs i , s , 3, m, 

on a 

5'=:4»4-3.a' + 3.3 + i, 
4' = 5'' + 3.V + 53-{-i, 



(m + i)» = m' + 5.m' + 3-«-fi; 

en faisant la somme et supprimant les noQibres 9^ , 5' , 

m', qui se trouvent dans les deux membres, on ohtiaot 
l'égalité. 

(Bi+.)'=:.» + 5{i" + a'-|-5»4- + »»'l 

+ 5(.+a + 3 + + m)4-«. 
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Si, pour simplifier, on désigne par S^ la somme des 
m premiers nombres entiers , et par S, la somme de leurs 
carrés, cette égalité s'écrit 

(m+i)» = i+5(S, + S,) + mi 

d'où 

3(S, + S,) = (m+i)»^(m + i)=(m + i)(m» + am) 

= 7w(7W+ i)(w+a). 

' La somme des m premiers nombres entiers étant la somme 
des termes d'une progression arithmétique , on a 

J5 . 

Si Ton remplace S^ par sa valeur, il vient 

_ / , \/ , V 3m(m+i) m{7n+i)[^m+ï) 

d'où 

m(m+i)(2m + i) 
l^j ^î = g • 

Telle est la formule qui donne le nombre des boulets 
contenus dans la pyramide à base carrée. Par exemple , si 
m = 10 5 on trouve S, = 385* 

Pyramide triangulaire. 

42, Une pile de boulets triangulaire a pour base un 
triangle équilatéral ayant m boulets au côté ; sur la base 
est placé un autre triangle ayant m — 1 boulets au côté; 
sur celui-ci un triangle ayant m — 2 boulets au côté , et 
ainsi de suite jusqu'au sommet qui est formé d'un seul 
boulet. 

Chaqde triangle est formé de lignes de boulets disposées 
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comme l'indique la figure; la première 
ligne contient i boulet, la seconde 2, 
la troisième 3 , etc. ; de sorte que le 
nombre des boulets contenus dans un 
triangle ayant m boulets de côté est la 
somme des m premiers nombres entiers, c'est-à-dire 

— — ' — ^. Mais on a 

m[m -}- 1 ) m* m 

2 a a' 

Il en résulte que le nombre total des boulets, contenus 
dans la pile triangulaire qui a m boulets au côté de la 
base, est égal à la moitié de la somme des carrés des 
m premiers nombres, plus la moitié de la somme de ces 
m premiers nombres. On a donc en désignant par x le 
nombre cherché 

Nous avons trouvé dans le numéro précédent 

3(S, + SJ = m(m+i)(m + a). 

On en déduit 

wï(m-|-i)(7n + a) 

X — "" " " _ ■■ - • 
i.a.3 

Par exemple, si là pyramide a 8 boulets de côté à la base, 
elle renferme '^' , ou 120 boulets. 

Pile à base rectangulaire. 

A3. Imaginons une pile ayant pour base un rectangle 
de m boulets d'un côté sur n de Tautre , m étant plus 
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grand que n; sur la base est placé un second rectangle de 

m — 1 boulets sur n — i ; sur celui-ci un 
troisième rectangle de iw — a boulets sur 
n — 2 ; et ainsi de suite. On arrive enfin au 
n' rectangle qui a m — (n — i) boulets à 
l'un de ses côtés sur n — (n — i) à l'autre, c'est-à-dire 
m— n + 1 sur I -, c'est une ligne ou arête de m — n+ 1 bou- 
lets qui forme le sommet de la pile. 

Si l'on redescend du sommet à la base , on trouve d'a- 
bord la file supérieure de m — n + i boulets : au-dessous 
est un rectangle composé de 2 files renfermant chacune 
m— w + a boulets; au-dessous un troisième rectangle 
renfermant 3 (m — n + 3 ) boulets et ainsi de suite. En 
général le rectangle de rang fc, à partir du sommet, con- 
tient k(m — w + fc) boulets ; mais on a 

k[m — n -j- fe) = k{m — w) -{- ^'. 

Si dans cette égalité on donne à k successivement les n va- 
leurs 1, 2, 3, ,n, afin d'obtenir les n rectangles dont 

se compose la pile , on a 

i{m — n+ i) = i(m — n)-f- 1% 
a(m — n -}- a) = 2(m — n) -f- 2', 
5(w — n-|-5) = 3(m — w) + 3% 



n{m — n -|- w) = n(m — n) + ^'• 

En faisant la somme , on voit que le nombre total des bou- 
lets contenus dans la pile rectangulaire est égal à la somme 
des carrés des n premiers nombres, plus la somme de ces 
nombres multipliée par m--n. On a donc , en appelant x 
le nombre cherché , 



«6 
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a;=b2 + (m — n)b, = — [--= , 

ou , plus simplement, 



(3) 



«(n-(- i)(3w — n + i) 



?ar -exempte , si le rectangie de bmie a 1 5 boulets d'm 
côté sur 10 de Tautre, la pile contiendra * ou 

La iziétJBt0de que nous avons employée revient à décofia- 
{>oser tatt rectangle quelconque h {m — n+k) ee un carré 
A^ et un rectangie (m — n)-k comme l'indique la figure, di 
il est à remarquer que ce second rectangle a un c6^é «œâi^ 
stant m — n , ce qui peimet de faire la somme. 



Triangle de Pascal. 

44. On appelle triangle arithmétique, ou triangle de 
Pascal , le tableau suivant qui renferme les coefficients des 
puissances successives du binôme : 



a 
3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

10 



I 
5 
6 

10 

i5 

21 

a8 
36 
45 



1 

4 

10 
30 

35 
56 
84 



1 

5 
i5 
35 

126 



120 210 



1 

6 

21 

56 
126 

252 



1 

7 
28 

84 
210 



1 

8 

36 

120 



9 
45 



1 

10 



NOMBRES FIGURÉS. 47 

La première . ligne horizontale renferme les coefficients 
de la première puissance du binôme a?+ «» la deuxième 
les coefficients du développement de (â? + a) * , la troisième 
ceux de (a; + a ) * ; en général la m* ligne horizontale ren- 
ferme les coefficients du développement de (a; + a) *^ , c'est- 
à-dire en mettant à part le premier coefficient i , les nom- 
bres de combinaisons de m objets , pris i à i , 2 à 2 , etc. 

En faisant abstraction de la colonne des unités , on voit 
qie la première colonne verticale contient les noftibres de 
combinaisons une à une de 1 , 2 , 3 ,... .. objets, ia seconde 
les nombres de combinaisons deux à deux de 2 , 3, 4v^««« 
(Ajets ; en général la n' colonne (toujows abstraction faite 
de celle des unités que Ton ne -compte pas) contient les 
nombres de combinaisons nà ndeii,n + i,w+2,,.... 
objets. 

En un mot la m" ligne horizontale renferme les nombres 
de combinaisons de m objets , la n* colonne verticale les 
nombres de combinaisons n à n. Ainsi le nombre placé à 
l'intersection de la m* ligne borizontîJe ^ de la %'' colonne 
verticale est C^ . 

Chaque nombre du triangle arithmétique égale le nombre 
placé avr-dessus de lui , plus le nombre placé à gauche de 
ce dernier. Ainsi le nombre 35 de la 7* ligne égale le 
nombre 20 placé au-dessus de lui, plus le nombre i5 
placé à gauche de 20. Ceci résulte de la relation 

C« = (f , + &"', , 

m I»— 1 • m— 1 ' 

que nous avons démontré n* 42 ; C^^^ est effectivement 
placé au-dessus de C^ dans la même colonne verticale, 
et C^\ est placé à gauche de C^^^ dans la même ligne ho- 
rizontale. 
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Cette propriété sert à la formation du tableau : suppo- 
sons écrites les trois premières lignes, on dira 5 et i foDt4i 
3 et 3 font 6 , i et 3 font 4 ; écrivant à la suite l'unité, on 
aura la quatrième ligne. On dira de même 4 6t i font 5 , 
6 et 4 font lo , 4 et 6 font lo , i et 4 font 5 , et l'on écrira 
à la suite l'unité, ce qui donne la cinquième ligne, et ainsi 
de suite. Chaque ligne horizontale se déduit de la ligne 
précédente. 

A5. Théosème. La somme des m premiers nombres d'une 
colonne verticale quelconque est le m* nombre de la colonne 
suivante. 

En d'autres termes, le m* nombre d'une colonne verti- 
cale quelconque est la somme des m premiers nombres 
de la colonne précédente ; ceci résulte de la loi de forma- 
tion du tableau. Considérons, par exemple , le nombre 56, 
sixième nombre de la troisième colonne (on fait toujours 
abstraction de la colonne des unités) ; ce nombre égale 2 1 
plus 35, mais 35 égale i5 plus 20, 20 égale 10 plus 10, 
1 o égale 6 plus 4 9 4 égale plus i *, on a donc 

56= 21 -t- i5 + 10 + 6 -f 3 -t- I ; 

donc ce nombre 56 est la somme des six premiers nombres 
de la deuxième colonne. 

A l'inspection du tableau on voit que le premier nombre 
de la n* colonne verticale se trouve dans la n* ligne hori- 
zontale; le second dans la n+i*, le troisième dans la 
n + 2% En général le m" nombre de la n'' colonne ver- 
ticale se trouve dans la m-l-n — 1 ligne horizontale ; c'est 
donc 

n { m-^-n — i){m — n — a) m 



"*+""■* 1.2.3 n 

ou 



• • 1 



(4) 
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m(w + i) (m+** — 



1.2 n 

46. Les propriétés du triangle de Pascal permettent de 
trouver immédiatement le nombre des boulets contenus 
dans une pile triangulaire , nombre que nous avons déjà 
obtenu par un autre procédé. La première colonne verticale 
comprend les nombres entiers consécutifs , ou les nombres 
figurés du premier ordre. Un triangle de m boulets au 
côté étant formé de m files successives , le nombre des bou- 
lets contenus dans ce triangle est la somme des m premiers 
nombres de la première colonne verticale; c'est le m' 
nombre de la seconde colonne , soit , en faisant n = 2 dans 
la formule (4) , 

1.2 

Ainsi les nombres 1 , 3 , 6, , de la deuxième colonne 

verticale du triangle arithmétique sont les nombres trian- 
gulaires ^ ou les nombres figurés du second ordre. Ces 

nombres sont représefltés par la formule générale > 

Une pile triangulaire de m boulets au côté de base est 
formée de m triangles successil's; si l'on descend du som- 
met à la base , on voit que la pyramide est la somme des 
m premiers nombres triangulaires, c'est-à-dire des m pre- 
miers nombres de la deuxième colonne verticale du triangle 
arithmétique; c'est le m* nombre de la troisième colonne, 
soit, en faisant n=3 dans la formule (4)9 

1.2.3 

Ainsi les nombres 1, 4» 10, 20, 35, .•••., inscrits dans la 
troisième colonne verticale sont les nombres pyramidaux, 

U 
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ou les nombres figurés du troisième ordre. Les nombres de 

la colonne suivante expriment des sommes de pyramides, 

etmnsldesuite. 

Après avoir évalué de cette manière k pyramide trian- 
gulaire, on obtient aisément la pyramide à base carrée. 
iT le carré de base en deux triangles 
juilatéraux ayant, le premier m boulets 
Il côté, le second m — i; »i l'on ima- 
ine chaque carré décomposé de là 
lème manière, on voit que la pyramide 
trrée est la réunion de deux pyramides 
iangulaires ayant, la première m bon- 
e, la seconde m — i. Le nombre des 
ins la pyramide carrée est donc la 
de boulets 



contenus 'dans les deux pyramides triangulaires, soit, en 
simplifiant, 

m(m+i](awi+i) . 
6 

&7. Comme dernière application du triangle arithmé- 
tique, cherchons la somme d^ cubes des m premiers nom- 
bres 

i'+3'4-3' + m\ ■ 

Un cube quelconque nt' peut s'éorire 

m» = m(m» — i) + m=(m — i)m(m+i) + m 

^g (m— i)m(M-t-0 ^ 

i,a.3 
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Le nombre ^ *^ ^ — ^. ' - est le m — i* nombre de la 

trôiaième colonne verticale du triangle arithmétique^ La 
9ommQ des cubes des m premiera nombres égale donc six 
fois la somme des m — i premiers nombres de la troisième 
colonne^ plus la somme des m premiers nombres. La 
somme des m -^ i premiers nombres de la troisième colonne 
est le m -^ 1* nombre de la quatrième colonne» soit, en 
remplaçant m par m — i et n par 4 dans la formule (4) « 

(m*-^i)m(m+ i)(in+ a) 
1.2.5.4 

On a ainsi pour la somme des cubes des m premiers nom-* 
bres 

4 ^ a 4 

Il en résulte que la somme des cubes des m premiers nom- 
bres égale le carré de la somme de ces m premiers nom* 
bres. 



CHAPITRE IV. 



PUISSANQB n'im POLYNÔME. 



Permutations avec répétition. 



48. Nous avons dô^gné par P^ le nombre des permuta- 
tions que Ton peut former avec m lettres, quand toutes les 
lettres sont différentes. Supposons maintenant que, parmi 
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ces m lettres, il y ^n ait a égales à a, les autres, 6, c, d, 

étant différentes ; voyons à quoi se réduit le nombre des per- 
mutations. Appdons X le nombre des permutations diffé- 
rentes que Ton peut former avec les m lettres proposées, 
parmi lesquelles a sont égales à a. Si, dans chacun de ces ar- 
rangements, on laisse les lettres b^ c^ d à leurs places, 

et qu'on permute^entre elles les a lettres a, on n'apportera 
aucun changement apparent dans l'arrangement ; mais si 
l'on affecte les lettres a d'indices. 



«1» «î? «sJ ^ 



7. y 



afin de les distinguer les unes des autres, chacun des 
X arrangements précédents produira P^^ arrangements dis- 
tincts. Gomme on a maintenant m lettres différentes, on a 
formé de la sorte les ?«» permutations de m lettres diffé- 
rentes. On a ainsi 

d'où 

* m 

""F • 

Par exemple, avec les trois lettres a, a, 6, dont deux sont 

p 

égales à a, on ne peut former que p^, c'est-à-dire 3 permu- 

tations différentes : 

aabf aba, baa. 

Pour reprendre le raisonnement sur cet exemple, afin de le 
rendre plus sensible, affectons d'indices les deux lettres a 
et permutons les deux lettres a^ et a, ; le premier arrange- 
ment aab fournira deux arrangements distincts, a^aj>, 
a^aj); le second aba fournira de même a^b^a^, «iMi? '^ 
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troisième doDûera ba^a^^ ba^a^ ; on aura formé ainsi les six 
permutatioos 

a^a^by afia^, ba^a^, 
a^ùj), djl^d^y ba^a^^ 

des trois lettres diflférentes a^, a,, 6. 

49. Supposons que, parmi les m lettres, il y en ait 
a égales à a et ^ égales à 6, les autres étant différentes, et 
appelons x le nombre des permutations que Ton peut 
former avec ces m lettres. Si l'on affecte d'indices les 
P lettres 6, afin de les distinguer les uns des autres, et que, 
dans chacun des arrangements précédents, on permute ces 
P lettres, chacun de ces x arrangements fournira Po arran- 
gements distincts, et l'on aura en tout ^xPo arran- 
gements ; ce sont les permutations de m lettres , parmi 

lesquelles a sont égales à a, les autres étant diffé- 

p 
rentes; le nombre de ces permutations étant égal à ^^ 

on a 



d'où 



'■a 


Pa-Pp 



On peut continuer le même raisonnement indéfiniment. 
Si, parmi les m lettres, a sont égales à a, p à 6, y à c, les 
autres étant différentes, le nombre des permutations que 
l'on peut former avec ces m lettres sera exprimé par la for- 
mule 



P« 



et ainsi de suite. 



*^ot • "p • * Y 
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Par exemide, si Yùû a cinq lettres a, trcds lettres 6, deux 
lettres c, et une lettre d, avec ces onze lettres on peut 
former un nombre de permutations marqué par 

Pu i.a.5.4*5.6.7.8.9.io.ii 

Pg.Pj.Pj.Pj ■" i.a.3.4,5X 1.3.5 Xi.a XI ^ *^'*^* 



Puissance d^un polynôme. 

60. Proposons-BOQs actuellement d'effectuer le dévelop- 
pement de la puissance d'un polynôme, 

(a-f 6 + (?4- 4-*r, 

c'est-à-dire d'effectuer le produit de m polynômes égaux 
entre eux ; on sait que le produit de plusieurs polynômes 
est la somme des produits que l'on obtient en prenant un 
terme dans chacun d'ewt. Si nous prenons là letM a dans a 
facteurs, la lettre b dans ^ autres, la lettre c dans y au- 
tres, etc., nous aurons un terme de la forme 

a'^bh'T ; 



la somme des exposants, où le degré du terme est con- 
stamment égale à m. Il est évident que l'on obtient plu- 
sieurs fois ce n)6ma terme, autant de fois que Toii peut 
former d'arrangements avec «. lettres égale» à a. ^ kttres 
égales i^ ft, Y ^^^^^ ^ ^9 ^^* ; ^^^ ^ chacun des arrange^ 
ments correspond une manière particulière d'obtenir le 

terme 0%^"^. ... ; en réunissant ces termes égaux, on aura 



P« 



OL * B * Y • » . . • 



^c^bhy 
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La dévelt^pemeot peut donc 6tre représenté par la for- 
mule 

<«+»+' '-=2 p..p,.p;.--- °"''''---- 

la signe S indiquant une somme de termes de la même 
forme. 

Toutefois, si l'un des exposants a, p, y, , devient 

égal à zéro, il faut convenir que le symbole P„, qui n'a 

aucun sens par lui-même , sera 

posons, par exemple, a = o ; < 

facteurs, la lettre c dans y facte 

ctant lequel la somme p + y + ■ 

à m , est répété un nombre de 

des permutations que l'on peut 

lettres c, Ce nombre est d" 

conviendra, si l'on remplace P^ 

fil. Considérons en particulU 
d'un polyndme, ou le produit 

(a+ô + c + .)x(«4-* + '^+ ) 

de deux polynômes égaux- Si l'on prend la même lettre a 
dans les deux polynômes, on a le terme a* : comme on ne 
peut obtenir ce terme que de cette manière , son coefficient 
est l'unité. Si l'on prend une lettre a dans l'un des poly- 
nômes, et une autre lettre b dans l'autre, on a le terme ab; 
il est évident que ce terme peut être obtenu de deux ma- 
nières, soit qu'on prenne la lettre a dans le premier poly- 
nôme , la lettre 6 dans- le second , ou la lettre a dans le 
second , la lettre b dans le premier ; ces deux manières cor- 
respondent aux deux arrangements ab et 6a ; le coefficient 
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de ce terme sera donc égal à 2 , et Ton aura 206. On con- 
clut de là, que le carré d'un polynôme est égal à la somme 
des carrés de tom les termes, plus deux fois la somme des 
produits de ces termes deux à deux. 

Si Ton applique la formule générale au développement 
de la puissance d'un binôme, on a 



'"+"-=2fe""''- 



Cette formule est la même que celle trouvée précdemment, 
puisque a+p=m, et que (n* 30) 



F 

— ^« — ^m • 



fi* , pot /iw— a 

P P *» 



«»-a 



52. Il est facile d'évaluer le nombre des termes contenus 
dans le développement de la puissance m" d'un polynôme. 
Et" d'abord, quand le polynôme n'a que deux termes, le 
développement en contient w + 1 • Supposons que le poly- 
nôme ait trois termes, on écrira, en groupant les deux der- 
niers 

(a+6-|-c)«=a»+-a— «(è-t-c)-j--i ^^a"-»(* + c)»+ . . . 

1 1*2 

+ (* + cr; 

puis on développera les puissances successives du bi* 
nôme 6 -f c ; le nombre total des termes est 

c'est la somme de m + 1 premiers nombres figurés du pre- 
mier ordre, c'est-à-dire le m + i* nombre figuré du second 

, (wi+ 1 ) (m + 2) 

ordre , ou -^ — • — '— — -^— ' . 

I. 2 
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Si le polynôme a quatre termes , on écrira 

1.2 

puis on développera les puissances successives dn trinôme 
h'\'C'\-d; le nombre total des termes sera la somme des 
m+ 1 premiers nombres figurés du second ordre, c'est- 
à-dire le m+i" nombre figuré du troisième ordre, ou 

— ■ — — — ,^ ^ — ! — '. En général, si le polynôme pro- 

posé a n termes , le nombre des termes du développement 
sera égal au m+ 1' nombre figuré de Tordre n — i, c'est- 
à-dire à 

(m-|-i) (m-}-a) (m + w — 1) 

i.a ..... {n — 1) 

Dans la pratique , au lieu d'appliquer la formule (i) , on 
préfère ordinairement procéder comme nous venons de !e 
faire. 



LIVRE ÏIL 



SÉRIES. 



chapitre; premier 

PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES SÉRIES. 

53. On appelle série , en mathématique, une suite indé- 
finie de quî^ptités qui se déduisent les upes des autres, 
suivant uuq loi déterminée. Qm quantités sont les urmê$ 
de la s^ie. 

Lorsque la somme des termes de la série tend vers 
une limite finie et déterminée, on dit que la série est 
convergente. Dans le cas contraire, on dit qu'elle est diver- 
gente. 

Nous désignerons le^ termes successifs d'une^ série par 

^0, Wj, M,, Wg, 

et par S^ la somme des n premiers termes : 

Si la somme des n premiers termes tend vers une limite 
finie S , lorsqu'on prend un nombre de termes de plus en 
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plus grand , la sém ^t converçente; stoon , ellg a^t diverr. 
gente. 

n Importe de bien préciser la définition des séries con- 
vergentes. Quand on dit que la somiiie des termes de la 
série tend vers une limite finie et déterminée S, cela 
signifie que l'on peut prendre n assez grand pour que la 
90tnme 8,1 des n premiers termes ^ et chacune des sommes 

suivantes 8^+^ , 5^^^ , , diffère de la limite S d'une 

quantité moindre qu'une quantité donnée, si petite qu'elle 
soit 

La progression géométrique, prolongée àl'infiQi, nous 
donne un premier exemple de série. Soit aie premier terme, 
r la raison ; la série s'écrit 

U, loi de formation da la série est très-simple ; on déduit 
chaque terme du précédent en .le multipliant par un nombre 

CQoetaiit r, 

Si la rftisçm r, çx^ valeur absolue , est plu^ grande que 
Tunitép les termes de la gérie vont en augmentait indéfini-» 
mmx ; U est clair que » dans ce cas , la somme des termes 
ne peut tendre vers yne limite déu^rmipée; la s^m est 
diyprgente. 

îSi la raison , en valqur absolue , e^t pins petite qne Vut 
nité, les termes de la série diminuent ind^flliwent , d^ 
manière à devenir plus petits que toute quantité donnée. 
Nous avons trouvé potir la somme des n premiers termes 
(Impartie, livre iv^ çl)^. Il), 



1 — r 1 — r 
Si Ton prend un nombre de termes de plus en plus grand, 
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la quantité devenant plus petite que toute quantité 

donnée, on voit que la somme des termes tend vers une 
limite fini^ et déterminée, 

1 — r 

Ainsit dans ce cas, la série est convergente ; cette limite 

est ce que Ton appelle la somme des termes de la 

série. 

Quand la raison r est positive, ainsi que le premier termea, 
tous les termes étant positifs, la somme des termes va con- 
stamment en augmentant,àmesurequ'onen prend un nombre 
plus grand , et elle se rapproche de plus en plus de la limite S. 
Quand la raison est négative, la somme est alternativement 
plus grande et plus petite que la limite S, dont elle se rap- 
proche en oscillant de part et d'autre. 

54. Une première condition nécessaire pour qu'une série 
soit convergente, c'est que ses termes tendentvers zéro. Nous 
ferons voir, en effet, que, dans toute série convergente, on 
peut prendre n assez grand pour que le terme u^ et chacun 

des termes suivants w^^. ti^+, soit plus petit qu'une 

quantité donnée a, si petite qu'elle soit. Puisque la série est 
convergente, on peut prendre n assez grand pour que cha- 
cune des sommes 



^ny ^n+i9 S„^,, 



diffère de la limite S d'une quantité moindre que -. Lesdeux 
sommes S^ et S^^.^ , différant de la limite S d'une quantité 
moindre que -, diffèrent entre elles d'une quantité moindre 
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que a ; mais ]a différence de ces deux sommes est le terme u^ 
de la série ; on en conclut que ce terme Un est plus petit que a. 
De même, les deux sommes S„+j et S^^^, différant de la limite S 



a 



d'une quantité moindre que -, leur différence, c'est-à-dire 

le terme u^^ de la série, est moindre que a, et ainsi de suite. 
Ainsi chacun des termes 



^n} ^n+i9 ^n+f} 



est moindre que la quantité donnée a, ce qu'on exprime en 
disant que les termes de la série tendent vers zéro. 

C'est ce qui a lieu dans la progression géométique décrois- 
sante; ses termes deviennent en effet plus petits que toute 
quantité donnée. 

55. Mais cette condition n'est pas suffisante; les termes 
d'une série peuvent tendre vers zéro sans que la série soit 
convergente. Un exemple très-simple mettra cette proposi- 
tion en évidence. Considérons la série 

-+-M+-,+ 

1204 



formée de fractions ayant pour numérateurs l'unité, et pour 
dénominateurs les nombres entiers consécutifs; le terme 

général - tend vers zéro, et cependant la série est diver- 
gente. 
Prenons, en effet, le troisième et le quatrième terme 

3+4' 

et remplaçons ^ par la quantité plus petite y , nous aurons 

3 + 4^4"^4~4' 
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plus Bimpiement 

1,1 1 

Prenons maintenant les quatre termes suivants 

i + l + l+i, 

et remplaçons chacun âes trois premiers par la quantité plus 
petite ^ y nous aurons 

o 

5^6^7^8'^8 a 

En prenant de même les huit termes suivants, et rempla- 
çant chacun d'eux par -g, on aurdt 

9^ 10 ^ i6 i6 a' 

et ainsi de suite indéfiniment. Nous formons ainsi une infi- 
nité de groupes dont chacun est plus grand que - ; donc la 

somme des termes augmente au delà de toute limite, et par 
conséquent la série est divergente. 

56. Quand nous disons que les termes d'une série con- 
vergente tendent vers zéro, cel^ ne signifie pas qu'ils dimi- 
nuent continuellement, de manière que chacun d'eux soit 
plus petit que le précédent. Écrivons, par exemple, la 
progression décroissante 

^+^+-;+5+f6+è+ 
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ùmu Tordre auiTant 

^+'+î+i+i+.-^+ 

la série reste évidemment convergente ; les termes tendent 
vers zéro, mais avec des alternatives de croissance et de 
décroissance. 

Après ces considérations préliminaires, nous distingue- 
rons deux sortes de séries, celles dont tous les termes sont 
positifs, et celles dont les termes sont, les ubs positifs, les 
autres négatifs. 

Séries dont tous les termes sont positifs^ 

57. Théorèbib I. Une série dont tous les termes sont po5t- 
tifSy et dont la somme des n premiers termes conserve une 
valeur finie^ quand n augmente indéfiniment^ est convergente. 

On dit qu'une grandeur variable conserve une valeur 
finie, lorsqu'elle reste constamment inférieure à une gran- 
deur déterminée A que Ton peut assigner. Puisque les 
termes de la série proposée sont tous positifs, la somme 
des n premiers termes va en augmentant à mesure que n 
augmente. Si elle conserve une valeur finie, la somme crois- 
sante tend évidemment vers une certaine limite qu'elle ne 
peut dépasser ; cette limite est la plus petite des quantités 
auxquelles la somme variable reste constamment inférieure^ 
Donc la série est convergente. 

68. Remarque. Ce théorème doit être borné aux séries 
dont tous les termes sont poâtifs ; lorsque les termes sont 
affectés de signes différents, de ce que la somme conserve 
une valeur finie, on ne peut plus conclure la convergence 
de la série. S(Ht« par exemple, la série 

1 — 1 + 1 — 1 -|- ; 
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si Ton prend un nombre de termes de plus en plus grand, 
là somme est alternativement i et o ; quoique restant finie, 
elle ne tend pas vers ime limite déterminée et la série est 
divergente. 

Ceci fait voir qu'une série peut être divergente de deux 
manières ; soit que la somme des n premiers termes aug« 
mente à T infini, soit que la somme, conservant une valeur 
finie, ne tende pas vers une limite déterminée. Dans les sé- 
ries dont tous les termes sont positifs, le premier modede di- 
vergence se présente seul, puisque la série est convergente, 
toutes les fois que la somme reste finie ; mais, dans les séries 
dont les termes sont affectés de signes différents, les deux 
modes de divergence peuvent se présenter suivant les cas. 

59. Théorème II. Lorsqu'une série a tous ses termes post- 
tifs et respecUvement moindres que les termes correspondants 
(Pune série convergente, dont tous les termes sont positifs, 
cette première série est aussi convergente. 

Il est clair en effet que la somme des n premiers termes 
de la première série est moindre que la somme des n pre- 
miers termes de la seconde série ; mais cette seconde somme 
conserve une valeur finie, puisque la seconde série est con- 
vergente; la première somme conserve donc à plus forte 
raison une valeur finie et, en vertu du théorème précédent, 
la première série est convergente, 

Ce théorème nous indique le moyen que l'on emploie pour 
reconnaître si une série est convergente ^ on compare la série 
proposée à une autre déjà connue et que Ton sait être con- 
vergente. La progression géométrique décroissante étant la 
seule série convergente que nous connaissions jusqu'à pré- 
sent, c'est aux progressions géométriques que nous compa- 
rerons les séries. 
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<J0. Théorème III. Lorsqu'à partir d'un certain rang le 
rapport d'un terme au précédent est constamment égal ou 
inférieur à un nombre déterminé plus petit que l'unité,- la 
strie est convergente. 

Supposons qu'à partir du terme de rang n le rapport d'un 
terme au précédent reste constamment égal ou inférieur à 
un nombre déterminé k plus petit que l'unité ; je dis que la 
série est convergente. Faisons abstract 
termes dont la somme a une valeur finie 
et considérons la série 

«. + «„.. + «».. + • ■ • 
formée par les termes suivants. 

On a 






De la première inégalité on dédoit 

La seconde donne 

et, si l'on remplace le terme u,*,' par la quantité plus 
grande fcu„ , on a à fortiori . 

On déduit de même de la troisième 



et, eq rempï^aRt V-n I«M" •» ÇO^fl^té ^09 gr^e fc'o,, 

et aJQsi de suite. 

11 résulte de là que les termes de la série 

Vi + V.4'. I • , , 
moiodres que les teraieB correspoB- 
ioD géométrique déeroissaBte 

{ifér^ure à l'unità. En vertu du théo- 
eo copçluf que la f^ri^ est çonyei- 



Le rapport du second terme au premier est - , du troU 

sième au second ■= , du quatrième au troidème 7 , etùnsi 

de suite -, ce rapport étaut cqçstji^iiieQt égt^ ^a, \^î^xj»9r i 

- , la série esftonvergeiite. 

Quand on prend les n premiers termes de la série pro- 
posée et (ju'oi) néelige les suivants, l'erreur commise, on 
la limite ç(e 1^ ^omi^iê de^tero^e^de la séjç\9 {\\ e|ft qicùoclif 
quelalimitedelasommedes term^cte la, prpgrç^slQQ (^), 

c'es^èl-di^e moindre que — =-r. 

61. Corollaire. On facilite beaucoup l'appUcatioti de ce 
théorème par les cpnsîdérations suivantes. Ordinairement 
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II 

le rapport -^^ d'un terme au précédent tend vers une li- 
mite déterminée, que nous désignerons par X, lorsque n 
augmente indéfiniment. Il y a trois cas à distinguer, sui- 
vant que cette limite X du rapport est inférieure, supé- 
rieure, ou égale à l'unité. 

!• X < 1 . Choisissons un nombre arbitraire mais déter- 
nÛDé k, compris entre i et X, c'est-à-dire plus petit que 

Tunité, mais plus gtand que k. Le rapport -^^ , se rappro- 

chant indéfiniment de sa .limite X , restera, à partir d'un 

certain rang , constamment inférieur au nombre k ; donc, 

en vertu du théorème démontré, la série est convergente. 

2® X > 1 . Choisissons un nombre arbitraire k entre i et X. 

Le rapport -^* , se rapprochant indéfiniment de sa li- 
mite X, restera, à partir d^un certain rang, constamment 
supérieur à fc, et Yan aura 

^'^ti^i^ 22i*>A, îîîi±i>Jk, ..... 



Où en déduit 



Les termes de la série, étant plus grands que les termes 
dHme progression géométrique croissante, augmentent à 
Pînflni. Donc la série est divergente. 

a*» 'kz^}. Quand le rs^|>port d'ua terspie a^ précédât 
tend vers une limite égale à l'unité, il y a ambiguïté : la 
série est tantôt convergente, tantôt divergente. Le théorème 
précédent est insuffisant pour décider la convergence de la 
série; il faut alors recourir à des moyens particuliers. 
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Exemples. 



V Soit la série 



X , X* . X* 



1 i.a ' i.a.3 



dont le terme de rang n est 



1.2.5 n ' 

le rapport de ce terme au précédent est 

X 

ce rapport a pour limite zéro, quand n augmente indéfini- 
ment ; donc la série est convergente , quelle que soit la va- 
leur de œ. 

Quand la valeur de a? est plus grande que l'unité, les ter- 
mes commencent par augmenter; mais, à partir d'un cer- 
tain rang plus ou moins éloigné, ils vont en diminuant. Par 

exemple, si a? = lo H — , les termes augmentent jusqu'au 

dixième terme; mais au delà, le rapport devenant plus 
petit que Tunité, les termes diminuent. A partir du ving- 
tième terme, lès termes décroissent plus rapidement que les 

termes d'une progression géométrique dont la raison est -. 

2* Considérons la série 

1 + 2^3^ ' 
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qui a pour terme général 



n 



Le rapport de ce terme au précédent est 

n — 1 



n 



X ou 



{'-'h 



et a pour limite x, quand n augmente indéfiniment. Ainsi, 
la série est convergente, quand la valeur de x est plus 
petite que l'unité; divergente , quand elle est plus grande 
que l'unité. 

Quand a; = i , on a la série divergente étudiée au 
n*55. 

3' Soit la série 

Le rapport d'un terme au précédent 



(^)'=(-0' 



a pour limite l'unité, et la question de convergence reste 
indécise. Mais on peut démontrer aisément que la série 
est convergente , en groupant les tormes d'une manière 
analogue à celle que nous avons employée dans l'exemple 
du n* 55. Prenons d'abord le second et le troisième ter- 
mes, et remplaçons le troisième -^ par une quantité plus 

grande — =- , nous aurons 

2 

9»^5»^a'^a» a» a 
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Formons un second groupe avec les quatre termes sui- 
vants et remplaçons chacun d'eux par une quantité plus 

grande -j^ , nous aurons de même 
4 

4'^5«^6«^7«^4' 4' 

On formera le troisième groupe avec les huit termes sui- 
vants, en remplaçant chacun par le prenûer d'entre eux, 
ce qui donne 

et ainsi de suite indéfiniment. On voit par là que la somme 
des termes de la série est plus petite que la somme des 
termes de la progression décroissante 

11 1 ^^ 

Donc la série est convergente. 
3» Soit la série 

^ ^3 s/4 

Les termes de cette série étant respectivement plus graûds 
que ceux de la série divergente 



la somme augmente à l'infini, et la série est divergente. 

62. Remarques. Le rapport d'un terme au précédent ne 
tend pas toujours vers une limite déterminée. Considérons, 



par el^emple, la séné 

a a. 3 a .3 a ,3" a".3 a .5 
le rapport d'tm terme aa piécAdébt est iâ altematiTemeiit 
- et 7- ; il ne tend pas vers ime limite déterminée; mus, 

cdtnme il iiè âut^jàsse pas la quantité — qui est plus peUte 

que l'unité, la série est convergente. 

n n'est pas nécessmre pour la > 
qu'à partir d'un certain rang lé 
précédent re^té (ionstàtlimeat infél 
plus petit que l'unité. Prenons comi 
âon décroissante 



■+;+S+s+iê+s+- 



dont nous permutons les termes deux k deux, ce qui donne 
la sërïe 



Le rapport d'un terme au précédent est hA dtetiiadVe- 

ment s et -^ ; il ne resté pas , à partir d'un certain rang , 

infèrieui- à une (^ilantité moindre que l'unité , et cependant 
11 Série e^t fcontergenté. 

flS. TflÈOKfeMÉ IV. lùhqu'â phrùi- d'an ifâriain rang Vem- " 

pttision y u^ a Une valeur eonilammettt égak eU inférieure 
à un nombre déterminé plus petit que l'unili , la série 
«( eatiber^ènli. 
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Supposons qu'à partir d'un certain rang l'expres- 
sion yt'ir reste constamiDent égale ou inférieure à ou 
nombre déterminé k plus petit que l'unité, on aura 

et par suit* 

•*-<*"■ 
Les termes de la série sont respectÎTement moindres que 
les termes de la progression géométrique décroissante 



, la série est convergente. 

ipplique ce théorème comme le précé- 

it l'expression y «, tend vers une limite 

d n augmente indéfiniment. Si la limite 

l'unité, la série est convergente; si elle 

mité , la série est divergente ; si elle est 

f a ambiguïté. 

connaître que les limites des deiu ez- 

u, sont égales. Appelons en efTet X et ^, . 

ces deux limites et supposons \ plus petite que X,. Si l'on 
considère la série 

M, + U^X + M^' + U^*+ , 

les limites pour cette série seront "he et \x ; en vertu 
des théorèmes précédents , la série sera] convergente 

pour toutes les valeurs de x inférieures à ^ et divergenw 

pour toutes les valeurs de œ supérieures à *— ; elle serait en 

même temps convergente et divergente pour les valeurs 
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de X comprises entre ^ et ^. Il faut donc que les deux 
quantités X et \ soient égales. 

Séries dont les termes sont affectés de signes différents. 

64. Théorème V. Lorsqu'une série dQnt tous les termes 
sont positifs est convergente^ si l'on affecte les termes de 
signes quelconques^ la série reste convergente. 

Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des séries 
dont tous les termes sont positifs. Quand les termes sont 
affectés de signes différents, on examine si la série que l'on 
obtient en prenant tous les termes positivement est conver- 
gente ; alors on peut affirmer que la série proposée est aussi 
convergente. Parmi les n premiers termes de la série pro- 
posée, les uns sont positifs, les autres négatifs ; appelons Pn 
la somme des termes positifs, Q^ celle des termes négatifs; 
nous aurons . 

Sn = Pn Qn- 

Mais, si l'on pre^d tous les termes avec le signe +, la 
somme des n premiers termes devient égaie à P^ -f* Qn; 
cette somme totale conservant une valeur finie, les sommes 
partielles P„ et Qn conservent aussi des valeurs finies et 
tendent vers des limites déterminées P et 0; il est clair 
que leur différence S^ tend vers une limite égale à P — Q. 
Donc la série proposée est convergente. 
, Corollaire. Le théorème III peut être étendu aux séries 
dont les termes sont affectés de'signeB quelconques. Si, à 
partir d*un certain rang, la valeur absolue du rapport d'un 
terme au précédent reste constamment inférieure à un 
nombre déterminé moindre que l'unité, la série est con- 
vergente. Et, en effet, nous savons que, dans ce cas, la série 
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formée de tous les termes pris posititement est convergente; 
donc la série proposée est elle-même convergente. 

Séries à termes alternativement positifs et négatifs. 

65. Théobème VI. Lorsque les termes d'une série décrois- 
sent indéfiniment et Sont alternativement j[>ositifè et négatifs, 
la série est convergente. 

Parmi les séries dont les termes sont affectés de slgtië^ 
différents, il ftiut remarquer en j)àrtîcul}er celles dont les 
termes sont alternativement positifs et négatifs. Sblt 

«'o — ^1 + ^1 — ^8 + • 

Une série de cette sorte ; lorsque les termes tendent vers 
zéro et en outre diminuent continuellement, de manière que 
chacun soit plus petit que le précédent, on peut affirmer la 
convergence de la série. 

Si Ton prend un, deux, trois, quatre, termes, on 

obtient les sommes successives 

S, = Wo — Wi, 



Considérons d'abord les sommes composées d'un noiûbre 
pay* de termes; on peut 1^ écrire sous la forme 

S, = (w<> — Wj), - • 

S4==(Wo — Wi) + (W,— W,), 

Se = (Wo — «1) + (w, — t^s) + K - «5)> 



é » 



[ en groupant les termes deux à deux par des parenthèses : 






SÉRIB9. 76 

m terme quelconque étant plus petit que le précédent, 
chacune des parenthèses a une valeur positive ; ces diverses 
sommes ont donc des valeurs positives de plus en plus 
grandes. 

Considérons maintenant les sommes composées d'un 
nombre impair de termes ; elles ont aussi des valeurs po- 
sitives ; car on a 



S3 = S, + w„ S, = S, + u„ .. . 
Si on les écrit sous la forme suivante 

S8 = «o — K — W,) — (m, — l«J, 



on voit qu'elles vont en diminuant de plus en pluSi On a 
ainsi deux séries de sommes, qui vont^ les premières en 
augmentant, les secondes en diminuant. 

Chaque somme de la seconde ëérie est plus grande que 
Tune quelconque de celles de la première série i comparons 
par exemple les sommes S^, et Sg, on a S^, = S,, -f- u^, ; la 
somme S^, est plus grande que S^, ; «ette dernière étant plus 
grande que S,, on en conclut que la somme S^, est plus 
grande que Sg. Comparons de même les sommes S,, et S^^^ 
on a Sj^ = Sjg + Ujg ; la somme S^, est plus grande que S^^; 
la somme S^, , étant plus grande que S,^, est elle-même plus 
grande que S^,. 

Les sommes formées d'un nombre pair de* termes, allant 
en augmentant et restant infériçurep à F une quelconque 
dea sommes.de la- seconde. série, «tendent vers une limite 
déterminée. Les sommes formées d'un nombre impair de 
termes, allant en diminuant et restant supérieures à l'une 
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quelconque des sommes de la première série, tendent aussi 
vers une limite. La différence entre deux sommes consécu- 
tives S„, S^+j, ou le terme ti« de la série, devenant aussi 
petit qu'on veut, on en conclut que les deux limites sont 
les mêmes ; donc la série est convergente. 

Les sommes successives, formées d'un nombre de termes 
de plus en plus grand, sont alternalivement trop grandes et 
trop petites, et tendent vers la limite en oscillant en quel- 
que sorte de part et d'autre. 

La limite S étant toujours comprise entre deux sommes 
consécutives S^ et S„+i, la différence entre la somme S, et 
la limite S est moindre que la différence entre les deux 
sommes consécutives S„ et S^+i, c'est-à-dire moindre que 
le terme w„. Ainsi, quand on prend les n premiers termes 
de la série, l'erreur commise est moindre que le terme sui- 
vant «n; 1^ somme des termes négligés est une fraction de 
ce terme d= u^ et a même signe que ce terme. 

Ea^emples. 
!• La série 

•" + 3-4+ 

dont les signes sont alternés, et dont les termes diminuent 
indéfiniment est convergente. Les sommes 



1 =so,5 

2 

1— -'if ^ = 0,8333 

.2*3 



11 
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sont alternativenient trop grandes et trop petites. Mais la 
série converge très-lentement; car si Ton prend les dix 
premiers termes, Terreur étant moindre que le terme sui- 
vant ou que j~, on n'a qu'un chiffre décimal exact; si Ton 
prend les cent premiers termes, on a une approximation 
de j^, ou deux chiffres exacts, etc. 

Nous avons vu (n° 6â) que, lorsque les termes d'une série 
sont affectés de signes différents, si la série que l'on obtient 
en prenant tous les termes positivement est convergente, 
la série proposée est aussi convergente. Mais cette condi- 
tion n'est pas nécessaire. Ainsi la série 

^" + 3-4+ 

est convergente, tandis que la série 

' + ; + 3 + 4"'' ' 

formée des mêmes termes pris positivement, n'est paa con- 
vergente. 
2* La série 

1 Î- + — i , 

1.2 1.2.5 1.2.3.4 

converge beaucoup plus rapidement. 

Si l'on prend les dix premiers termes, l'erreur commise 
étant moindre que le terme suivant 

* = o,oooooooo3; 

1.2 12 

on a la somme par défaut avec huit décimales exactes. 

Théorème général. 
66. Tous les théorèmes que nous avons démontrés sur la 



p 



A 

r* 
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ponyergeBCQ des séries sont compris dans un ihéoFème gÀ« 
oéral qu'il est bop de connaître. 

Thêorëmë vil Pqw 9u twe sèri^ mt cwicer^enit^ îi «9| 
nice^%aixe et i\ suffit que ïon puisse rendre n us^ea grand 
pmV iw h ^omme d'un nomire quikanque de t^rmeâj mim^ 
infini, à la suite des n premierSy soU mainére qu'uneqttdfntilé 
danné^. 

Soit la série 

Nous avons désigné par Sn la somme des n premiers 
termes, 

prenons à la suite un nombre quelconque m de termes çt 
appelons s leur somme 

en ajoutant cette somme s à la première somme S», nous 
obtiendrons la somme S^^^ des n + m premiers termes de 
la série. Or, si la série est convergente, on peut prendre n 
assez grand pour que la somme Sn et la somme S^^ diffè- 

rent de la limite S d'une quantité moindre que-, et par 

CQnséquei^t diffèrent entre elles d'une quantité moindre qpue 
a; la somme s des m ter^^es pris à la suite des n premiers 
est donc moindre que a, et cela est Vrai si grand que soitw. 
Ainsi, dans une série convergente, on p'eut prendre n 
assez grand pour qu'un nombre quelconque de termes, 
même infini, pris à la suite des n premiers, aient une 
somme moindre qu'une quantité donnée, si petite qu'elle soit. 
La réciproque est vraie : lorsque cette condition est rem- 
plie, la sèxm est «wyergente. Eln effet, prenons % tel €|ue 



la somme d'un nombre quelconque de termes à la suite des 
n premiers soit moindre que a en valeur absolue ; il est clair 
que toutes les sommes 

qui se composent des n premiers termes, plus un, deux, 
trois, ..., termes à la suite, seront comprises entre S^ — a 
etSn+a. Prenons maintenant un nombre plus grand n', 
tel que la somme d'un nombre quelconque de termes à la 
suite des n' premiers soit moindre que la quantité a' plus 
petite que a ^ les sommes 

^n'+i3! "nM-$;j «nz+a» . . . . • 

seront de même comprises entre S^, — a' et S^, + a'. En 
général, la quantité S»» — a' sera plus grande que S^ — a, 
l?i qua^r\tité S^, + a' plus petite q^e Sn + ?*» e^ Yw wra ainsi 
resserré T intervalle qui comprend toutes les sommes sui- 
vantes. On pourra oificorç le resserrer davantage et autai^t 
cju'op voudra, ce qui montre bien clairement l'existence de 
limita Y^rs. laquelle tend la apm^e des termes de la sérip. 
Il pourrait arriver cependant que la quantité S»/ + od fôt 
plus grande que Çn-f-^î W^is, comme on sait q^e las 

sommes Sn»+i, Sn^+g, sont plus petites q\ie S» + c*» W 

ÇQflçeçverait ççtte ^çrnière quantité et Von dirait qne les 
sommes sont çoepprises entre S^, — a' et Si« + <»• H pourrait 
arriver de même que la quantité Sn' — a' fût plus petite que 
S„ — a : dans ce cas, on dirait que les sommes sont com- 
prises entre Sn — a et S„, 4- »'. Dans tous les cas, on aura for- 
mé, dans le premier intervalle sa, un second intervalle 2a' 
plas petit que \^ premier ^t comprenant toutes les sommes 
suivantes. Dans 1^ seeondr on ep formera un troisième 
encore plus petit, et ainsi de suite, ce qui conduit nécessai- 
rement à une limitç^ 
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CHAPITRE IL 



DU NOMBRE e. 



67. Considérons la série 






Les deux premiers termes donnent une somme égale à a. Les 
termes suivants sont respectivement moindres que les 
termes de la progression géométrique 

2 2* 2* 

que Ton obtient en remplaçant chacun des facteurs, 3,4» 

5 par un facteur plus petit a, ce qui augmente les 

fractions; ainsi, d'après le théorème II, la série est conver- 
gente, et la somme des n premiers termes, abstraction faite 
des deux premiers, tend vers une limite moindre que la 
limite de la somme des termes de la progression, c'est-à-dire 
moindre que l'unité. La somme totale tend vers une limite 
comprise entre a et 3. 

Cette limite est un nombre incommensurable. Suppo- 
sons, en effet, qu'elle soit égale à une fraction ordinsûre 

m 

•— , on aurait 

n 

— 1 "T "T~ — — -4— ■« ■ ■ -4- • . • • . 

n 1 1.2 ' 1.2.5 

Si nous écrivons d'abord les n + i premiers termes, et si 
nous mettons les suivants soue la formç 

\ r-^+ ^' ■ + 1, 

1.2.3 n(_w-f"i (w-|-i)(« + 2) J 
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nous aurons 

?=.+Ih-jl+ + ' 



1. 



n 1 i.a i.a n 

"*■ i.a n [n + 1 "*" (n+i)(n+a) + •••'•]• 

Multiplions ensuite tous les termes de l'égalité par le pro- 
duit 1.2.3 n, le premier membre devient un nombre 

entier i . a . 3 (n — i ) m; les n + i premiers termes 

du second membre deviennent aussi des nombres entiers, 
dont, pour abréger, nous désignerons la somme par N \ on 
obtient de la sorte l'égalité 

2.....(n— 'i)m = N+r -:-^ j- ' — , .^. . . + |. 

\n+i (n+ i)(n+a) J 

La quantité entre parenthèse est une fraction moindre 
que l'unité ; car ses termes sont respectivement moindres 
que ceux de la progression 

que Ton obtient en remplaçant chacun des facteurs n+ a, 
n+ 3, . . . par le facteur plus petit n-f i , ce qui augmente cha- 
cune des fractions; la somme des termes de cette progression 

étant égale à-, la quantité entre parenthèse est moindre 

que - ; c'est donc une fraction proprement dite. On aurait 

donc, dans l'égalité précédente, un nombre entier égal à un 
nombre fractionnaire, ce qui est impossible. Ainsi, la limite 
vers laquelle tend la somme des termes de la série propo- 
sée est un nombre incommensurable compris entre a et 3 ; 
ce nombre joue un grand rôle en mathématiques ; on le 
désigne par la lettre e. 



6 
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68. Appelons R le reste de la série, ou Terreur commise 
quand on prend les n + i prenjiers termes, 

R^ ' r ^ 1 ' I 1; 

la parenthèse étant momét^ qoB^ - ^ dfapcés oe qui fieot 
d^ètre dit, on a 



R<- ^ 



AiBsr, (piand on pread n -f- 1 temss, Fursar eo^aàm 
est moindre que la n* partie du demi^v teiOBftcalcndd. 
Voici le calcul de e avec sept cjiifii\es décimaux. 



2 

— 3=o.5t 
i.a 

r^ = 0,1.6^ 6Çfc 

1.2.5 

— i— = p,o4i66667 

1.2. 0.4 

' = o,oo83 5533, 

1.2 5 

î — - = 0,001 3 8880 

1 .3« *• . .^ 
1 

5 =; q^oooo a4oo. 

1.2««...o 

1 
= 0,0000 0^76 

i.a 9 

= o^oooo ooaS 

1.2... •• 10 

= 0,0000 ooo3 

1^ 2.. t. . 1 1 



2,7182 8184 
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Les teripes se déduisent les uns des autres par divisions 
successives. Nous avons pris les douze premiers termes ; 
les trois premiers sont exacts, et nous avons calculé les 
autres avec huit décimales, par défaut ou par excès, de 
maaière que Terreur commise sut cbacu» d'eu* soit lâoîfidre 
qu'mie demi-unité du luitième ordre décimal ; six OBt été 
calculées par excès, trois par défaut. D'ailleurs la somme 
des termes négligés est moindre que la 1 1 * partie du dér- 
nt^ terme calculé, et par conséquent moindre aussi qu'une 
demiunîté du huitième ordre déciisal. Pour eorriger la» 
somme obteMe, il faudrait donc la diminuer d'une quantité 
plus p^d^ qfue 3 unités du hurtième ordre décimal, et 
raugpQaenlier d^une quantité plus petite cpie^dmx uniÉfe du 
même ordre, ce qui donne 

e> 2,718a 8181 
e< 2,7182 8186; 

On a ainsi, par défaut, avec sept décimales exactes, 

e = a,7i82 8i8. 
Limite de li -{ — ) , quemd m augmente indéfiniment. 

69. Nous démontrerons' d'abord deux lemmes qui nous 
serviront dans la question proposée. 

Lemme I. La limite de la somme d'un nombre fini de gran- 
deurs variables est égale à la somme de leurs limites. Soient 
A, B, Cj..,.. L, m grandeurs variables qui tendent simul- 
tanément vers les limites a, 6, c, L Si Ton appelle 

a, p, y, 1 les différences des grandeurs proposées à 

leurs limites, on a 

B - b + p. 
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L=/4-X. 



En additionnant ces égalités et désignant par S la somme 
des grandeurs variables et par s celle des limites, il vient 

S = s + (« + P + ï + + ^). 

Appelons p la plus grande des différences a, p, . . . . ,X en 
valeur absolue ; leur somme sera moindre que mp. Or le 
nombre m restant fini, et la quantité p devenant plus petite 
que toute quantité donnée, puisque toutes les différences 
tendent vers zéro, le produit mp deviendra aussi plus petit 
que toute quantité donnée; donc la somme S tend vers la 
limite s. 

70. Lemme il La limite du produit d*un nombre fini de 
fauteurs variabks est égal au produit de leurs limites. 

En conservant les mêmes notations que précédemment, 
nous avons les dififérences 

A — a = a, 



L— / = X, 



Multiplions les deux membres de la première égalité par 

BC L, ceux de la seconde par aC L, la troisième 

par a6D....L, , enfin de la dernière par 6c fc, ce 

qui donne 

ABC L — ttBC L = aBG L, 

aBC h — abc L = paG L, 
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aie L — abd) L = '^cAh L, 



abc kh — abc kl = 'kab k. 

Si Ton ajoute toutes ces égalités, on voit que les quantités 
intermédiaires se détruisent ; il vient 



ABC L— aie / = aBG L + paC L + 



Ghacun des produits BG L, aC L,.-***) conservant 

une valeur finie, on voit que le second membre est la somme 
de m quantités qui tendent vers zéro; donc leur somme tend 

vers zéro, et le produit ABG La pour limite abc I. 

Mais il est nécessaire, pour que ces propriétés subsistent, 
que le nombre des parties de la somme, ou le nombre des 
facteurs du produit, soit fini. Soit, par exemple, la somme 
des m quantités 

a a .a 

mm m 

chacune d'elles tend vers zéro quand m augmente indéfini- 
ment; mais le nombre des parties devenant infiniment 
grand, on ne peut plus dire que la limite de la somme soit 
la somme des limites, ce qui donnerait ici zéro ; et en effet 
cette somme est égale à a. 

De même l'expression ( i + ~ j désigne le produit de 

m facteurs égaux à i H ; chacun de ces facteurs devient 

égal à l'unité quand m augmente indéfiniment ; la limite du 

produit tfest pas égale au produit des limites, c'est-à-dire 
à l'unité, parce que le nombre des facteurs devient infini. 
C'est cette limite que nous nous proposons de déterminer. 
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71. Si Ton développe (^ + ~ ) par la formule du bi- 
nôme, il vient 

/ i\ "* m i m[m — i) i »n(m— i)m— a) i 

\ '*^m) ^ "'" 1 m"*" i.a m"' i.2.5 m' 

7»(m — i) (m — n + i) i 

-p ■ — -i- , , ♦ , , 

1.2 n m** 



Dans chaque terme l'exposant m est égal au nombre des 
facteurs du numérateur ; on divisera donc par cette puis- 
sance de m, en divisant par m chaque facteur du numéra- 
teur; on ainsi 



(i) 



l*'^;;;) ==^+tH — tz — ^ 7-r% 1" 

\ fn/ 1 i.a 1.2.3 



4. .i L^ i i — ^ + 

1 «a^o ••••• u 



Nous remarquons d'abord que, quand m augmente, les 

1 4 

facteurs 1 — — , i ,.,..., qui composent les numéra- 

m m ^ 

teurs des difiérents termes du développement, vont en 

cnnssant; chaque terme augmente, ainsi que le nombriB 

des termes ; on en conclut quç la valeur de l'ajcpresâon 

(i-i — \ augmente à mesure que m augmente. P'un 

autre côté, si l'on compare ce développement à la série 
connue (n** 67) , 

{%) tf=:i + i4.J- + J^4. + — L_^_.. 

^ ' ' 1 • i.a 1.2.5 i.a n * 



on voit que les termes du développement sont moindre^ 
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que les termes correspondants de la série, pais^[ue les déoo- 
mioateurs sont les mêmes de part et d'autre, et que les 
numérateurs des premiers sont inférieurs à l'unité ; la và^ 

leur de ( 1 -| — ) efet donc plus petite que la limite de la 

somme des termes de la série, c'est-à-dire plus petite que 
le nombre e. Ainsi, quand m augmente indéfiniment, la va- 

îèuï* de 1 1 + "") va satrâ cesse en croissant, tout en res- 
tant inférieure à e ; elle tend donc vers une limite finie et 
déterminée qui rie peut surpasser le ttotribye e. Nous allons 
démontrer que cette limite est le nombre e lui-même. 

Dans les deux expressions (1) et (2) prenons les n + i 
premiers termes et considérons les deux sommes 

' 1 ' 1.2 ' 1.2.3 



1.2.5 Yl 

- + - • ' 

I 1.9 



E=i +7 + rr H ^+ -i 5 • 



Nous pouvons rendre n assez grand pour que la somme 
lE diffère de sa limite e à* me quantité niôin'dre qu'une quan- 
tité doniiéé — . Ayaht choisi le îîoriibire n Ae cette manière, 

làissons-lè fixe, et donnons à m des valeurs plus grandes 
que ri et dé pjiùs eii plus grandes. Là sommé A augmenté; 
comme elle contient un nombre fini de termes, savoir n -|- 1 , 
la limite de cette somme, en vertu du lemme I, est égale h 
la somme des limites de ses différents terooes. Le nuniët*a- 
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teur^du troisième terme a évidemment pour limite Tunité; 
de même celui du quatrième. En général, le numérateur 
d'un terme quelconque étant le produit d'un nombre fini 
de facteurs dont chacun se réduit à Tunité, a pour limite, 
en vertu du lemme II , le produit des limites de ces diffé- 
rents facteurs, c'est-à-dire Funité. Ainsi , quand m aug- 
mente indéfiniment, la somme A tend vers une limite égale 
à la somme E. On conçoit donc que Ton puisse prendre m 
assez grand pour que la somme A diffère de sa limite E 

d'une quantité moindre que — • On a alors 

e — E<., 

E-A<-, 

et par suite, en ajoutant, 

c — A < «. 

La quantité f i -| — j étant plus petite que e, mais plus 
grande que A, on a, à plus forte raison , 



-(-™^) 



<«. 



Puisque Ton peut rendre m assez grand pour que la valeur 

de ( 1 + ~) diffère du nombre e d'une quantité moindre 

qu'une quantité donnée a, si petite qu'elle soit, il est clair 
que ce nombre e est la limite vers laquelle tend la valeur 

de ( 1 H — ] quand m augmente indéfiniment. 
72. L'expresâon (i + a)<' tend vers la même limite. 
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quand a tend vers zéro. Ceci est évident, si la quantité 

très-petite a est une fraction de la forme — , m étant un 

tn 

nombre entier très-grand ; car, dans ce cas , l'expression 

(i + a)^ devient (1+^)"* • 

En général la quantité très-petite a sera comprise entre 
deux fractions de la forme — et — yi — , et Ton aura 



1 1 



wî-|- 1 tn 

L'exposant - très-grand sera alors compris entre les deux 

nombres entiers conBécutifs m et m + 1 , de manière que 
Ton ait 

1 , 

m < - <m + »• 

a 



Si dans l'expression proposée (1 -|- a)* on remplace la 
quantité 1 + a ps^r la quantité plus grande 1 + — et Texpo- 

sant- par l'exposant plus grand m-j-i, on augmente la 
valeur de l'expression, et l'on a 

1 X'^* 



(.+.)i<(.+^) 



Au contraire, si l'on remplace la quantité 1 -f-a par la 
quantité plus petite 1 -\ — -j— et l'exposant — par l'expo- 
sant plus petit m, on diminue la valeur de l'expression, et 
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On K^jtleiit àittsi les mëgalités 

ou, par des transformations convenables, 

, . <(. + »)»<(. + -) x(i + -). 

*H ^ — 

m-\- i 

Lorsque k qoc^itité a tend vers zéro^ le nombre entier A 
âugnaente indéfiniment ) chacune d^ quantités (i^ — ) \ 

i -| ; — ) tend vers la limite e; d'ailleurs le divi- 

seur 1 -| — -j— , de même que le multiplicateur !-{ — , 

devient égal à 1* unité. Le& deux quantités extrèines téndeiit 

1 
ainsi vers la même limité e; donc la quantité { i + ô^)* , qiiî 

est comprise entre elles, tend aussi nécessairement vers 

cette même limité. 

Nous avons supposé dans ce qiii précède la quantité a pe- 

sitive, supposons-la maintenant négative; en mettant le 

_ j_ 
signe en évidence, on a à considérer* l*expression ( i — a) * . 

La quantité i — a moindre que l'unité peut se mettre sous 
la forme — ; — -, , a' étant une quantité positive. De l'égalité 

I -f^a 

i 

I — ar=: 



l+ct' 
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on dédidt 

et, en substituant, 

i 

Quand a' tend vers zéro, la quantité (i + a')* tend vers e, 
tandis que le multiplicateur i + a' tend vers l'unité ; donc 

la quantité (i — a) * a pour limite e. 



Ainsi , quel que soit le signe de a , l'expression (i + a) 
tend vers une limite égale à e^ c(iuUHl a tend vers zéro* 



a 



* 



OBBl 



LIVRE IV. 



DES LOGARITHMES. 



CHAPITRE I. 



ÉTUDE DE Là FONCTION EXPONENTIELLE. 



73. Lemme I. Le$puissanc€s sticcessivet d'un nombre fhtë 
grand que V unité vont en croissant et deviennent plus grandes 
que toute quantité donnée, . « 

Soit a une quantité positive supérieure à l'unité. On voit 
d'abord que ses puissances successives vont en croissant; 
car on obtient a**^* en multipliant a"* par a; le multiplica- 
teur a étant plus grand que l'unité, le produit a**^* est plus 
grand que le multiplicande à^. Je dis maintenant que les 
puissances de a augmentent au delà de toute limite. Posons 
a = i + a; en dévelc^pant (i + a)** suivaQt la loi du 

binôme, nous aurons 

« 

, . X . rn , m(m — i) , , 

' ' 1 i.a 

Tous les termes du développement sont positifs ; si donc 
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on néglige le troisième terme et les termes suivants, on 
diminue le second membre, et Ton a 

a" > 1 + ma. 

Pour rendre la quantité a*~ plus grande qu'une quantité 
dwmée A, il suffit évidemment de rendre la quantité i + »wa 
plus grande que cette quantité ; on déterminera donc l'ex- 
posant m de manière à satisfaire à l'inégalité 

1 +ma> A; 

d'où 

A — 1 

m> -. 

a 

\ l 

Ainsi , lorsque l'exposant m surpasse , il est certain 

que la puissance a** devient supérieure à la quantité A, si 
grande qu'elle soit. Donc les puissances successives du 
nombre a plus grand que l'unité augmentent à l'infini. 

Soit, par exemple, a = i , i ; on peut affirmer que a"* sur- 
passera 1 000 si m est plus grand que ^59 ou que 9990. Mais 

0, i 

on n'a pas ainsi les plus petites puissances de a supérieures 
à 1000. 

74. Lemme II. Les puissances successives d^ un nombre plus 
petit que Tunité vont en décroissant et deviennent plus petites 
çue toute quantité donnée 

Le nombre a, étant inférieur à l'unité, peut être repré- 
senté par — ; — , et l'on a 

1 -j- a 



arz=: 



(i + «K 
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Qctand Texposant m croît in<î«ftfj*ime«*, le cléntfmisâteur 
augmentant indéfinimeAtV là fta^ioii «teiiMie et Iteod yms 
zéro. 

75. Lemme III. La racine d'un nombre supérieur à V unité 
e^supérCeurt à Vunité^ ei Von peut pr^mê^ê ViMiceà» r adfcaf 
a;s$tz grand pour que kt faci^ Mffèr^ <fo tusftité d*um ft^m^ 
tité moindre que toute qutetaUté ctofuMe. 

Soit a un nonïbrifr sûpérîeur k TtiM** 9ë âîs â'aA«^ 

que \a surpasse l'unité t ^^ ^^ «ombre plus petit que 
l'unité, élevé à la n^ puissance, ne pourrait reproduire le 

nombre a plus grand que Timité. Nous voulons rendre \fa 
inférieure à i -f- a, a étant une quantité donnée très-petite j 
il s'agit donc de satisfaire à l'inégalité 

ou à Ift: suivAUte 

Or, en vertu du lemme I, si petite que soit a, on peut tou- 
jours prendre F exposant n assez^ grand pouc qp» (il ^ oj)^ 
surpasse a. 

On veut, par exemple, que y ^ diffère de l'unité de rnoin» 

dero,ooi . Onprendm n plus grand que , c'est»à-dirc 

plus grand que looo. 

Corollaire. Toute puissance fractionnaire d'un nombre 
plus grand que Tuniié est plus grande que Vunité. Car 

a" signifie y a"*; le nombre a étant supérieur à 1 unité, sa 
puissance a** est supérieure à l'unité, et la racine de cette 
dernière quantité est aussi supérieure à l'unité. 
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76. Lemme IV. Les racines d'un nombre inférieur à Vuntté 
sofit inférieures à Vuniléy et Voh, psul prendre Vindice du 
radical assez grand pour que la racine diffère de Vunité 
é^une quantité moindre que toute quantité donnée. 

Si le nombre a est inférieur à l'unité, yV sera aussi infé- 
rieure à l'unité ; car un nombre supérieur à l'unité^ élevé à 
la n' puissance, ne pourrait reproduire le nombre a inférieur 
àTunité-, d'autre part, le nombre a, inférieur k l'unité, 

peut s'écrire sous la forme -7 , a' étant supérieur à l'unité, 

et l'on a 

Le dénominateur tendant vers l'unité, quand l'indice n du 
radical augmente indéfinimeot, t» ft^tim teod eile-mdme 
vers l'unité. 

Corollaire. Toute puissance fractionnaire d'un nombre 
flus petit que Vunité est plus petitt q%^ tunit/i*. 

77. Théorème. La fonction a' ^arie d'me^ nmniin^' conti^ 
nue^ quand x croît d'une manière continue. 

OU: appelle fonction, en< m$tthématique& une expression 
qui contient une lettre désignant une quantité variable. 
L'expression 2x^ — 4^ + 5 est une fonction entière de Ik 
variable x* L'expression a"" est une fonction exponentielle 
de x; on la nomme ainsi parce que la variable x est en 
exposant. 

Nous supposons le nombre a positif et plus grand que 
Tunité. Je dis d'abord que lorsque la variable x croît, la 
fonction a' croit. En effet, si l'on donne à la variable x un 
accroissement ft, la fonction devient a*''^ et éprouve une 
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variation marquée par 

Mais a!" est supérieure à l'unité, parce que toute puissance 
d'un nombre a supérieur à l'unité est elle-même supérieure 
à l'unité ; donc la différence a"''^' — a* est positive, et par 
suite a'^^ est plus grande que a*'. Ainsi, quand a est plus 
grand que l'unité, la fonction a' croit en même temps que 
la variable x. 

Je dis maintenant que l'on peut donner à la variable x 
un accroissement h assez petit pour que la fonction a' 
éprouve un accroissement plus petit qu'une quantité don- 
née a. En effet, supposons h plus petit qu'une fraction 

de la forme -, n étant un entier très-grand ; en vertu du 

lemme III, on peut prendre n assez grand pour que ar ou 
V a diffère de l'unité d'une quantité plus petite que -^' la 

quantité a*^, étant moindre que a**, puisque h est inférieure 
à -, différera de l'unité d'une quantité encore plus petite, 

et la différence a*^* — a* sera moindre que a' x — ou que a. 

Ainsi l'accroissement de la fonction peut être rendu plus 
petit qu'une quantité donnée, si petite qu'elle soit; en d'au- 
tres termes, lorsque l'accroissement de la variable tend vers 
zéro, celui de la fonction tend aussi vers zéro. 

On dit qu'une grandeur varie d'ime manière continue 
lorsqu'elle ne peut aller d'une valeur à une autre sans 
passer par toutes les valeurs intermédiaires. Une fonction 
est continue lorsqu'à une variation infiniment petite de la 



FONCTION EXPONENTIELLE, 97 

variable correspond une variation infiniment petite de la 
fonction ; car si la fonction sautait brusquement d'une valeur 
à une autre , elle éprouverait une variation finie pour une 
variation infiniment petite de la variable. 

Il résulte de ce qui précède que, lorsque la variable x 
croit d'une manière continue» la fonction exponentielle al' 
croit aussi d'une manière continue. 

Nous avons supposé le nombre positif a plus gragd que 
f unité. Supposons-le maintenant plus petit, et posons 

a = -, , a' étant supérieur à l'unité. On a 

1 

ci' 

Lorsque x croît d'une manière continue, a'* croît, et par 
conséquent a' décroît d'une manière continue. 

78. CoROLLAiHE. YoyQus maintenant les valeurs par les- 
quelles passe la fonction exponentielle a'^ quand on fait 
croître x d'une manière continue de — oo à + ^* Suppo- 
sons d'abord a supérieur à l'unité, et faisons croître x 
de à -f- oo ; pour a: = o, on a a^ = i ; quand x est infi- 
niment grand, en vertu du lemme I, a" est aussi infiniment 
grand ; ainsi, quand x croît de o à -f oo, la fonction a^ croît 
de 1 à -f- oo. Faisons maintenant décroître a; de o à — o», 
et pour cela posons x=^ — x\x' étant positive; on a 

1 

quand od croît de o à + ^» «*' croît de i à + oo, et par 
conséquent a* décroît de i à o. En résumé, lorsque la valeur a; 
croît d'une manière continue de — co à -|- oo, a étant supé- 

7 
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rieur à Funité, la fonction a"" croit d'une manière continue 
de à -)- <^* Il ^t à remarquer que la fonction passe par 
toutes lesvaleurs positives et qu'elle ne passe qu'une fois par 
chacime d'elles puisqu'elle va constamment ea augmentante 
Considérons maintenant le cas où le nombre a est infé- 

rieûl* à l'unité, et pôsôtià at^^, d étant supérieuf à Tu- 

nité, ce qui donne 

a* 

On voit que lorsque x croît de o à + oo, a'* croissant de 
1 à -|_ oo, a* décroît de i à o, et que, lorsque x décroît de 
o à — oo, a'* décroissant de i à o, a* croît de i à + oo. 
Ainsi, quand x croît d'une manière continue de — q» à + Q^t 
a étant inférieur à l'unité, la fonction a" décroît d'une ma- 
nière continue de -|- oo à o. La fonction passe encore par 
toutes tes valeurs ï)OêitiveB et uii« eettle (bis jM" chaîne 
d'ellesi 

79. Remarque* Nous pouvons maintenant donner d'une 
manière très-nette la signification de l'exposant incommeu'^ 
surable dont nous avons d^à dit quelques mots (n"" so)* 

Soit a^S et, pdlir prédser, supposons « supérïeur à l'u^ 

nitè ; le àoïdbre incomttienâUtablè \/ii feôt là litoitè tom- 

mune de deux nombres fractionnaires — et ' , qui 

n n ^ 

diffèrent entre eux d'une quantité aussi petite qu'on veut, 

et dont les carrés comprennent 2 ; en remplaçant y 2 par 
ces nombres approchés, on obtiendra deux séries de puîs- 

ss^ftces fractionnaires a" et a *" , tes premières plus petiles 
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que les secondes, et telles que leur différence peut être 
rendue plus petite qu'une quantité donnée ; il existe donc 
entre ces deux séries de grandeurs une grandeur déter - 
minée qui en est la liniite toinmune ; c*est cette limite que 

désigne a'~\ 
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DES LOGARITHMES. 



Définition par la fonction exponentielle. 

80. On appelle logarithme d'un nombre l'exposant de la 
puissance à laquelle il faut élever un nombre positif con- 
stant a pour reproduire le nombre proposé. 

Nous avons vu que, lorsque x croît d'une manière con- 
tinue de — oo à -f <», la fonction a* passe par toutes les 
valeurs positives et ne passe qu'une fois par chacune d'elles ; 
il en résulte que tous les nombres positifs wi des log^^- 
rithmes, et que chacun d'eux n'a qu'un logarithme. Si le 
nombre constant a est supérieur à l'unité, les nombres plus 
grands que l'unité ont des logarithmes positifs, les nombres 
plus petits que l'unité des logarithmes négatifs. Si a était 
inférieur à l'unité, les nombres plus grands que funité au- 
raient au contraire des logarithmes négatifs, les nombres 
plus petits que l'unité des logarithmes positifs. Les nombreu 
négatifs n'ont pas de togaritbmes réels^ 

Nous désignerons le logarithme d'un nombre par la no- 
tation log. 
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Propriétés des logarithmes. 

Les logdrithmes jouissent de propriétés très-remarqua- 
bles que nous allons démontrer. 

81. Théorème I. Le logarithme du produit de plusieurs 
facteurs égale la somme des logarithmes de ces facteurs. 

Soient deux nombres y et j/\ dont nous appellerons x eix' 
les logarithmes ; d'après la définition même des logarithmes, 
on a 

a'' = y, 
a" = y'. 

Multiplions ces deux égalités membre à membre, il vient 

L'exposant x+x' est le logarithme du produit yt/ ; on a 
donc 

iog[yy') = logy + logy'. 

La même démonstration s'applique à un nombre quel- 
conque de facteurs. Soient trois nombres y, y', y", ayant 
pour logarithmes x^ a/, a?" ; on a de même 

a* = y, 
a^' = y', 
(^"^y% 

et, en multipliant 

donc 

log(yyy") = logy-|-logy'4-log/. 

82. Théorème IL Le logarithme d'un quotient égale U 
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le logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur. 
En divisant membre à membre les deux égalités 

ar = y, 
a" = xl, 

on a 

L'exposant x — a/ est le logarithme du quotient ^. Donc 

logp=logy — logj/. 

83. Tréorèmë IIL le logarithme de la puissance d*un 
nombre égale le logarithme de ce nombre multiplié par ï in- 
dice de la puissance. 

Si Ton élève à la m' puissance (m étant un nombre quel- 
conque, entier ou fractionnaire, positif ou négatif) , les deux 
membres de l'égalité 

û-' = y, 
il vient 

Donc 

lôg(y'*) = mlogy. 

8A. Théorème IV. Le logarithme de la racine d'un nombre 
égale le logarithme de ce nombre^ divisé par f indice de la 
racine. 

Ce théorème n'est qu'un cas particulier du théorème pré- 

cèdent; car y y s'écrit y*, et l'on a 
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L'empkH des logarithmes simplifie beaucoup les caleiik 
numériques; car la multiplication est remplacée par une 
addition, la division par une soustraction, l'élévation à une 
puissance par une multiplication, l'extraction d'une racine 
par une division. 

Définition des logarithmes par des progressions- 

S5. Si l'on prend les logarithmes des termes d'une pro- 
gression géométrique 

aiariaf^iar*: , 

dont la raison est r, on forme évidemment une progression 
arithmétique 



log a . log a + log r . log a + î^ l08 '^ • lûg a + 3 log r , 



ayant pour raison log r. 

En arithmétique, on a coutume de définir les loga- 
rithmes par deux progressions, Tune géométrique com- 
mençant par l'unité, l'autre arithmétique commençant par 
zéro, 

i la: a* : a* : 

o , b . 2b ,Zb p 

et l'on appelle logarithme d'un terme quelconque de la 
progression géométrique le terme correspondant de la pro- 
gression arithmétique. Afin d'avoir les logarithmes de tous 
les nombres avec une grande approximatioUrOi^ÎDsëreun 
grand nombre de moyens entre deux termes consécutifs de 
la progression géométrique, et le môme nombre de moyens 
entre deux termes consécutifs de la progression arithmé- 
tique. Il est aisé de voir que cette définition des logarithmes 



i 
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par lef i)rogressions revient à la définition que nous avons 
donnée par les exponentielles. 
Considérons les deux progressions 

1 : a : a* : a' : 

Si l'on insère n — i moyens entre deux termes consécutifs 
des deux progressions» la raison de la progression géomé- 

trique devient y a ou a", celle de la progression arithmé- 
tique - , en sorte que les deux progressions ainsi dévelop- 
pées s'écrivent 

L 1 X 2! 

laM .U .U «.t • ••Ce «.. •• • 

12 5 m 

n n n n 



m 



Sous cette forme, on voit qu'un nombre quelconque a* de 

la progression géométrique a pour logarithme l'exposant — 

de la puissance à laquelle il faut élever le nombre con- 
stant a pour avoir le nombre proposé. La base a d'un sys- 
tème de logarithmes est le nombre qui a pour logarithme 
r unité. 

Changement de la base. 

86. La base d'un système de logarithmes est un nombre 
positif constant, que l'on peut choisir à volonté. Supposons 
que l'on ait calculé les logarithmes des nombres dans le 
système dont la base est a, et que Ton veuille les calculer 
dans un autre système ayant pour base a'. Appelons x le 
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logarithme d'un nombre quelconque y dans le premier sys- 
tème, x' le logarithme du même nombre dans le second 
système, on aura 

d'où 

Prenons les logarithmes des deux membres de cette égalité 
dans le premier système, en remarquant que le logarithme 
de a est l'unité, il vient 

d'où 

Ainsi les logarithmes des mêmes nombres dans les deux 
systèmes sont proportionnels, et l'on a la règle suivante : 
pour passer d'un sinstème de logarithmes à un autre^ il suffU 
de multiplier les logarithmes du premier système par Vit^ 
verse du logarithme de la nouvelle base pris dans le premier 
système. 

Logarithmes népériens. 

87. Les logarithmes ont été inventés au commencement 
du XVII* siècle par l'Écossais Néper^ qui prit pour base le 
nombre incommensurable e = 2,7182818.....; les loga- 
rithmes de ce système ont été appelés logarithmes hyper- 
boliques ^ ou, du nom de l'inventeur, logarithmes népériens. 
Ce sont ceux-là qui se présentent naturellement dans l'ana- 
lyse mathématique ; on les désigne ordinairement par la 
lettre L. 
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Mais les logaritbmes népériens ne sont pas commodes 
pour les calculs numériques, parce qu'ils ne sont pas en 
harmonie avec notre numération décimale. C'est pourquoi 
Briggs^ contemporain de Néper, proposa de remplacer la 
base e par la base dix de notre système de numération. Ce 
sont les logarithmes de Briggs dont on fait habituellement 
usage dans les calculs numériques ; on les a nommés pour 
cette raison logarithmes vulgaires; nous les désignerons par 
le signe log. 

On appelle module d'un système de logarithmes le nombre 
constant par lequel il faut multiplier les logarithmes népé- 
riens pour avoir les logarithmes du système considéré. Soit 
a la base d'un système de logarithmes; d'après ce qui a été 
dit précédemment, son module M sera 

c'est-à-dire l'inverse du logarithme népérien de la base. Le 

module des logarithmes vulgaires est M = o,4S4»944Si9«** 

Lorsqu'on passe d'un système dont la base est a à un 

système dont la base est a\ le multiplicateur constant 

ï — 7 s'appelle module relatif du premier système au se- 
cond. 

88. Il est bon de faire voir pourquoi Néper a choisi le 
nombre incommensurable e pour base de son système de 
logarithmes. Considérons les deux progressions 



i:(i + «):(i+ct)«:(t+«)*: 

o. p . ap • 5p 



dans lesquelles a et p sont des quantités très-petites, afin 
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que les ternes des denx progressions croissent par degrés 
très**petits, et que l'on ait ainsi les logarithmes de tous les 
nombres avec une grande approximation. Néper appelait 
module des logarithmes définis par ces deux progressions 

le rapport-, ou plutôt la limite de ce rapport, quand a et^ 

tendent simultanément vers zéro, et il distinguait chaque 
système de logarithmes par son module. L'idée lui vint alors 
d'adopter le système dont le module est l'unité, celui qu'il 
regardait comme le plus simple. Si Ton ftdt § = «, les deux 
progressions deviennent 

1 : i4-Œ:(i + a)« :(i +a)»: 

l • a 2a . 5a 

Telles sont les deux progressions par lesquelles Néper dé- 
finissait son système de logarithmes. Calculons la base de 
ce système, c'est-à-dire le nombre qui a pour logarithme 
l'unité ; soit mo^ le terme de la progression arithmétique qui 
est égal À Tunité, ou h peu près, le terme correspondaat de 
la pi'i^rwsioo géométrique est (i + a)"*; puisque mot=: i, 



vers 



on a a= — et (i + a)** = ( i -| — j ;lorsqueatend 

zéro, m augmente indéfiniment, et le nombre ( i + — ) 

tend vers la limite «, qui est la base des logarithmes népé- 
riens. 

Log^riihme& vulgmrêê. 

89. Dans un système quelconque les puissances de la 

base a\ a*, a' ont ôvidemn^ent pour logarithmes les 

nombres entiers i, 2, 3 Dans le système vulgaire, ce 

sont les puissances de 10, savoir 10, 100, loco,.-- ^("î 



uieARinMis. 107 

ont pmir lûg«ritfaei6a ks sombrai entiers ^xitmamh. Las 
logarithmes opt été calculés en décimales ; la partie entière 
d'un logaritbme s'appelle (MucUrisiiquê. 

Les nombres plus petits que l'unité ont leurs logarithmes 
négatifs ; les bgaritbmes négalîfe étant incommodes dans 
la pratique, on leur substitue des logarithmes qui ont leur 
partie décimale positive et leur caractéristique seulement 
négative. Soit le nombre o,o3564 plus petit que l'unité ; son 
logarithme est négatif et a pour valeur 

— i,448o6a5. 
Écrivons ce logarithme do la çianière suivante 

-^•4" i'*'0,448e(5a5c3-^ a + 0,5519377, 
on plus simplement 

3,5519377. 

Sons cette forme, le logarithme a sa partie décimale posi- 
tive; le signe — , placé au^-dessus de la partie entière, in- 
dique que la caractériWique Mule est négative. lAk (Wr«> 
tiristique négative du logarithme d*un nombre décimal plus 
petit que f unité renferma un nomhre d'unités marqué par le 
rang du premier chiffre significQtif^ à partir de la virgule. 
Ed effet, soit m le rang dtt premief çhififre significatif à 
partir de la virgule dans h OQinbre proposé y; le produit 
yx 10"* étant compris entre 1 et jo, son logarithme ^ zéro 
pour caractéristique, avec une p^rti^ décimale positive; 
pour revenir au nombre y, il fa^t diviser par 10**, c'est-à- 
dire retrancher m du logarithme ; le logarithme de y aura 

donc une cars^térigtique p^gative m^ suivie d'une partie 
décimale positive. 
Dans la première partie da cet ouvrage (livre IV, cb. 5) , 
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nous avons expliqué l'usage des tables de Gallet Nous qdus 
sommes occupés aussi des questions relatives aux intérêts 
composés et aux annuités. Nous y renvoyons le lecteur. 

Résolution des équations exponentielles. 

90. On appelle équation exponentielle une équation de 
la forme 

fl* = *, 

dans laquelle a et 6 sont deux quantités positives données, 
l'exposant x l'inconnue qui doit vérifier l'égalité. Il est 
facile de résoudre une semblable équation au moyen des 
logarithmes. Si l'on prend les logarithmes des deux mem- 
bres de l'équation, on a 

xIoga = log6; 
d'où 

loga* 
On obtient ainsi la valeur de l'inconnue. 

Exemples. 

_ logii54 _ 5,098^975 _ 
"^^ n^^ - 0,84509804 - ^'®^'»^- 

2» 3* = 0,46a 

log 0,46a ^ ^ 

X = , 'Z = ~ o,7oa878. 
log 3 

On peut encore résoudre des équations exponentielles 
plus compliquées que la précédente. Soit l'équation 

0* =C, 
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dans laquelle le premier membre signifie que le nombre a 
est élevé à une puissance marquée par If , les trois lettres 
d, 6, c désignant d'ailleurs des nombres donnés positifs. 
En prenant les logarithmes des deux membres, on a 

■ 

é"Xlogo = logc, 
d'où 

loga 

On est ramené ainsi à l'exponentielle ordinaire. Pour que 
la question soit possible, il faut que a et c soient tous deux 
supérieurs ou tous deux inférieurs à l'unité, afin que le 
second membre ait une valeur positive. Si l'on prend une 
seconde fois les logarithmes, on a 

x log 6 = log log c — log log a; 
d'où 

log log c — log log tt 



x = 



log* 



-• 
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CHAPITRE PREMIER. 

DÉRIVÉES. 

91* Lorsque deux quantités variables j? et y sont liées 
l'une à Tautre, de telle sorte que la variation de Tune en- 
traîne la variation de l'autre, on dit que ces deux quantités 
sont fonctions l'une de l'autre. Si l'on regarde y comme 
une fonction de a;, on indique cette liaison par le sym- 
bole y =/" (a;). Nous supposerons dans ce qui suit que, 
lorsque la variable x varie d'une manière continue entre 
certaines limites, la fonction y varie aussi d'une manière 
continue* A un accroissement très-petit h de la variable, 
correspond une variation ou accroissement très-petit k de 
la fonction. Quand le premier accroissement teùd vers zéro, 

le second tend aussi vers zéro; en général, le rapport r 

de r accroissement de la fonction à l'accroissement de la 
variable tend vers une limité finie et déterminée. Cette li- 
mite est ce qu'on appelle la dérivée de la fonction propo- 
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sée. La dérivée est une nouvelle fonction de x que nous 

représentons par le symbole y' ou f'[x). 

« 

Considérons, par exemple, la fonction y^=^x^. Si Ton 
donne à la variable x l'accroissement ft, la fonction devient 

elle éprouve Faccroissement 

*=:(x + A)* — a?* = aa?A + A«. 
On en déduit 

• Y=aa? + A. 

n 

Quand on fait tendre h vers zéro, le rapport de 1* ac- 
croissement de la fonction à l'accroissement de la variable 
tend vers la limite 2x. Telle est la dérivée de la fonction 
dîV On écrira î/' =3 2x. 

92. Considérons encore la fonction plus générale y= ax'^y 
dans laquelle Texposant m est entier et positif, et le coef- 
ficient a constant Si l'on donne à la variable x l'accrois- 
sement ft, la fonction devient 

a[x-\-Kf'=^ax'^'\ — ax*""**-!--^ -ax^-*h^ -f ...*• + a***; 

elle éprouve l'accroissement 
k=:Q{X'\'h)^^ax'^=max'^^h'\^^^ +aA^ 

1*9 

Oa eu déduit 

{ ^ m(t!xr-' + l^atZLÛ aaf^h + + «ii*"»; 

h 1.3 

Qttsmd on fait tendre h vers zéi-o, lovis les lermes da second 
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membre, à partir du second, tendent vers zéro. Comme ils 
sont en nombre fini, leur somme tend aussi vers zéro. Le 

k 
rapport j tend donc vers la limite mao? ***"*. Telle est la dé- 
rivée de la fonction ax*"; on écrira y' =maa?'""^ Ainsi, 
on obtient la dérivée de la fonction ax*^ en multipliant cette 
fonction par t exposant de x, et diminuant ensuite ïexpo- 
sant d'une unité. 



93. Ces exemples montrent bien l'existence de la déri- 
vée. On peut ramener ce fait analytique à l'existence de 
la tangente à une courbe. 
Soit yz=:f{x) la fonction proposée. Traçons dans un plan 

deux droites fixes OX et 
OY, Tune horizontale, Vau- 
tre verticale ; à partir du 
point portons sur la pre- 
mière une longueur OP 
égale à une valeur quel- 
conque de la variable x, 
au point P élevons une per- 
pendiculaire sur laquelle nous prendrons une longueur PM 
égale à la valeur correspondante de la fonction y, et opé- 
rons de même pour chaque valeur de a;. La fonction étant 
continue, le lieu des points M ainsi obtenus formera une 
courbe qui représentera la marche de la fonction, Afin d'é- 
tendre ce mode de représentation à toutes les valeurs, on 
convient de porter les valeurs positives de x k droite du 
point 0, les valeurs négatives à gauche ; et de même on 
porte la valeur de y sur la perpendiculaire, au-dessus si 
elle est positive, au-dessous si elle est négative. 

Cela posé, donnons à oî un accroissement PF •= ft, la 
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fonction éprouvera un accroissement h représenté par la 
différence M'D entre les deux perpendiculaires ou ordon- 
nées voisines MP et MT'. Traçons la sécante MM'; dans le 

k 
triangle rectangle MM'D, le rapport -est égal à la tan- 
gente de Tangle M'MD ou de l'angle p que fait cette sécante 
avec l'axe horizontal OX. Faisons maintenant diminuer 
Taccroissement h jusqu'à zéro, le point M' se rapprochera 
indéfiniment du point M; la sécante, tournant autour du 
point M, tendra en général vers une position limite MT qui 
est la tangente à la courbe au point M ; l'angle ^ tendra 
vers l'angle a, que fait la tangente MT avec l'horizontale, et le 

rapport ~ , qui est égal à tang p, tendra vers la limite 
il 

tang a. 

Ainsi, quand la courbe qui représente la fonction a une 

tangente, et c'est ce qui a lieu en général, la fonction admet 

une dérivée. 

9â. Nous avons appelé dérivée d'une fonction continue 
y = f(x) la limite du rapport de l'accroissement de la 
fonction à T accroissement de la variable, quand ces deux 
accroissements tendent vers zéro. Cette dérivée y = f{x) 
est une nouvelle fonction de x; si l'on en prend la dérivée, 
on aura la dérivée de la première dérivée^ ou la seconde 
dérivée de la fonction proposée ; nous la représenterons par 
le symbole y" ou f"(x). Cette seconde dérivée y" = f\x) 
est une nouvelle fonction de x: si l'on en prend la dérivée, 
on aura la dérivée de la seconde dérivée ou la troisième 
iérinèe de la fonction proposée ; nous la représenterons par 
a'" ou f"{x). En continuant de cette manière, on obtient 
les dérivées des différents ordres de la fonction proposée. 

8 
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Dérivée d^une somme* 

96. Somt M^v^w diverses fonotioM contûiuet as Is 
variable x^ y leur somme algébrique 

Dèsiguofis par le symbole Ao? Paccroissement que l'on donne 
à la variable œ^ par Au, Av, Ato, Ay les variations ou accrois- 
sements qui en résultent pour les fonctions ti, t?, te, y (ta 
lettre A indique en général une variation ou une différence). 
Nous convenons aussi de représenter les dérivées de cei 
fonctions par les notations u\ v\ w\ y', accentuant simple- 
ment les lettres qui désignent les fonctions. 
Ou a évidemnae&i 

Ay = Au -{- ^t; — Att;. 
Si Ton divtte tous les tonucs par àx^ il vient 

Ay au Lv àW 

Aa? Aa? Aa: Aâ?* 

Supposons m ain tenant que l'accroissement Aj? de la variable 
tende vers zéro, les accroissements Correspondants Au, Av, 
Au7, Ay des fonctions tendront aussi vers zéro; le rap- 

dérivée âe la fonction ti, dérivée que nous représentons 

par u'\ te» n^ports rz» aï' xl *^^^^'*^^* ^® même vers 

des limites qui sont les dérivées des fonctions i? , te , y , et 
Ton aura 

Ainsi, la dérivée d*une somme algébrique est la somme des 
dérivées des diverses fondions qui la composent. 
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Dérivée d^um fonetim entière. 
96. Toute fonction entière du degré m est de la forme 

C'est la somme algébrique des termes qui la composent. Dia- 
prés le théorème précédent, sa dérivée est égale à la somme 
des dérivées de ses différents termes. Nous avons vu (n** 92) 
que pour trouver la dérivée d'une fonction entière sim- 
ple ax"*, il faut la multiplier par l'exposant de x et diminuer 
ensuite cet exposant d'une unité ; en appliquant cette règle 
à chacun des termes du polynôme, on a 



/''(ar) = mA,x^* + (w— i)A,ar~-* + +A 



«•— !• 



Le degré de chaque terme s' abaissant d'une unité, la dérivée 
est une fonction entière du degré m — i. Le terme con- 
stant A^ ne donne rien dans la dérivée, et, en effet, quand x 
varie, l'accroissement h de la constante étant nul, on a 

- = o, et la*dérivée est nulle. 
h 

En prenant la dérivée de cette première dérivée, w 

obtient la seconde dérivée du polynôme proposé 

f'\x)=m[m^i)k,x^^+{m^i){m—^]k^^^+ + A^,; 

c'est une fonction entière du degré m — 2. 

La troisième dérivée, ou la dérivée de la seconde dérivée, 



f"'{x) = m[m—i){m—o^)kf^x'^^-\- 



est du degré m — 3, et ainsi de suite, chaque dérivatioiï 
diminuant le degré d'une unité. 
La dérivée de* l'ordre m est du degré zéro; c'est une 
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constante. Les dérivées suivantes sont nulles. Ainsi un po- 
lynôme du degré m a m dérivées. 

Exemple. 

f{x) = a;' 4" 5ar* — yx + 6. 

En appliquant la règle énoncée plus haut, on obtient les 
dérivées successives : 

/^(a?) = 3a?*+ io:i? — 7, 
r(x) = 6x +10, ^ 

r(x)=6. 

Il est à remarquer que le terme constant du ploynôme 
proposé n'entre pas dans la dérivée ; que les deux derniers 
termes n'entrent pas dans la seconde dérivée, etc. Le pre- 
mier terme entre seul dans la dernière dérivée. 

Développement d'une fonction entière f(x) suivant les puis- 
sances croissantes de h quand on remplace x par x -f h. 

07» Si dans la fonction entière 

f(x) = A,x^ + A,x^' + A,x^' + A^,x + A^, 

on remplace la variable x par x + h^il vient 

f{x + h) = A,{x+hr + A,{x+h)^-' + A,{x + kr'*+ 

et, en développant chaque terme suivant la loi du binôme, 

/'(a?4-A)=Aaa:« 



+A,a?«-H(m— 2)A,a?^« 



4-Am-ia? 

-fAm 



4"Am— j 



h 
i 



-\-m{m—i)h(pf 






^...+w(m—l). ..2. 1.^001 



1.2 



J 
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Dans la première colonne verticale nous retrouvons le 
polynôme proposé f[x) . Dans la seconde colonne, qui con- 
tient ft en facteur, nous trouvons la première dérivée f{x) ; 
et en effet on voit que Ton obtient ce second polynôme en 
multipliant chacun des termes du polynôme proposé par 
l'exposant de x et diminuant cet exposant d'une unité. 
Le polynôme écrit dans la troisième colonne, et qui contient 

— en facteur, se déduit du précédent suivant la même 

1.2 

loi ; c'est la dérivée de la première dérivée, ou la seconde 
dérivée f'{x) du polynôme proposé. Le polynôme suivant, 

coefficient de ^, est la troisième dérivée f\x) , et ainsi 

de suite. Enfin, dans le dernier terme, le coefficient de 

est la dérivée d'ordre m. Le développement de 

1.2 m '^^ 

f[x-\-h) suivant les puissances croissantes de h s'écrira 

donc 

1 1.3 1 .3.0 



i.a m 



Dérivée d'un produit, 
98. Considérons d'abord un produit de deux fonctions 

Si l'on donne à la variable x l'accroissement Arc, les fonc- 
tions w, t?, y éprouvent des accroissement correspondants 
Au, At), Ay, et Ton a 

•. y + Ay=(w + Aw)(t? + A!;), 



118 LIVRE t, CHAF. I. 

OU, en effectuant la multiplication et supprimant dans les 
deux membres les quantités égales y et tir, 

Ay = wAv + ^^^ + AwX Av. 

Divisons tous les termes par Ao:, il vient 

Ay ^^ \ Aw Aw 

Ax ^x àx Lx 

Si l'accroissement Aa: de la variable a? tend vers zéro, les 
rapports — » t-» t^ tendent vers des limites qui sont les 

LtOu iXX l^OC 

dérivées u', v\ y' des fonctions m, t, y; le troisième terme 
du second membre devient nul, parce que le premier fac- 
teur -- tend vers une valeur finie u', tandis que le second 
Ax 

facteur tend vers zéro. On a donc 

y' = wt/ + vw'« 

La dérivée d'un produit de deux facteurs égale U premier 
facteur mullipliè par la dérivée du second^ plus le second 
multiplié par la dérivée du premier. 

Considérons maintenant un produit de trois fonctions 

y = uvw. 

Si Ton regarde le produit uv des deux premières comme ne 
formant qu'un seul facteur, et si Ton applique la règle 
précédente, on a 

7/ =z (uv)u/ -{- w [uv)'; 
en développant la dérivée (uvj du produit ttt>, il vient 
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OU 

Ainsi, la dérivée d*un produit de plmieun fc^teun $0t ég^ 
à la somme des produits que Von obtient en multipliant la 
dérivée de chaque facteur par le produit de tous les autres. 

Exemples. 

!• y = (aa? — 5) (4a?' + 7* '— 3)« 

y'=(2a?— 5) (8x+ 7) + (4^* + /^ — 5)2 = 24^' — i^x — ^i, 

2^ y = x\x^ + 1) (Sa? -^ 1). 

y* =zx^{x^ -(- 1)3 + a?'(3x — 1)2^? + (a:* + (^^ — > l^-''^* 

= iSa?'' — 5a?*+ loa?* — 3ap*. 

Dérivée d'un quotient. 

99. Soit le quotient de deux fonctions 

u 

La fonction u est le produit des deux fonctions v et y; si 
Ton prend la dérivée du produit u=vy^ d'après la règle 
précédente, il vient 

d'où Ton déduit 

u 

et, en renapliiçMt ^m le numérateur y par -, 



V 



vu' — uv' 



y = ___. 



120 LIVRE V, CHAP. I. 

Ainsi, la dérivée d'un quotient égale le dénominateur mul- 
tiplié par la dérivée du numérateur^ moins le numérateur 
multiplié par la dérivée du dénominateur^ celte différence 
étant divisée par le carré du dénominatmr. 



V y 



Exemples. 

X — 1 



ar+i' 



X'\- 1 — {x — i) a 

(/|5« — i)(ioar— 3) — (5a?' — 3a?4-4)î>^ 3x* — i8a?-f-^ 



y 



a* — a?' 



o* + o'x* + X 



»' 



— aa: (g* + ^^^'^^ + ^*) — (^' — ^*) (^^'^ + 4^) 

^ "" (a* + aV + X*)* 

ajr(x* — aa*x* — aa*) 

"" (x* + aV+a*)« • 

Dérivée d'une puissance. 
100. Une puissance entière 

d'une fonction u de la variable x est le produit de m fac- 
teurs égaux entre eux 

yz=:uuu 

Si Ton prend la dérivée de ce produit d'après la règle ordi- 
naire, il vient 
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OU plus simplement 

y' = mu"*~*w'. 

On obtient la dérivée de la puissance d'une fonction en mul- 
tipliant par V exposant^ diminuant cet exposant d'une unités 
et multipliant le résultat par la dérivée de la fonction* 

Ce théorème est vrai pour un exposant quelconque. Con- 
sidérons une puissance fractionnaii*e 



yrrrW'»; 



en élevant à la n' puissance, on a 

Si Ton prend les dérivées des deux membres, d'après la 
règle précédente, il vient 

n\f^^y' = mu^~^%jt\ 

d'où 

, m w**~* , 

et, en remplaçant y par sa valeur u** , 

n 

Considérons maintenant une puissance négative quel- 
conque 

1 



V = vr^ = — 



En prenant la dérivée du quotient -^ , on a 



y' = -r- — = — mw"**"*ti . 
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C'est encore la même règle que pour les exposants positifs. 
Corollaire. La dérivée d'une racine carrée égale la dèri- 
vée de la fonction placée sous le signe radical divisée par 
deuoi fois le radical. Car, en appliquant la règle précédente 
à la fonction 



y=\/û=u\ 



on a 



1 4-1 . 1 -i . u' 



r 



Exemples, 



a:* 



6^'— 8a? 



&" y = x{a* + x^) y/a* — x* . 

y*=={a^+x^)s/^^=?+.x^s/^?=^ 

\a^—x* \/a^^x* 

T y = [a-\- bx'^f, 

y' = n(a + bx'^y'-^mbx'^^ = mnhx'^'^ [a + bxf-K 

y=-^bx »+-tf^ »-Wa:-» = 5^+ -iL^--. 



3a?y a?« 3a?V- 



r 
^ 
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Dérivée d'une fonction de fonction. 

101. Soit y une fonction f{u) de la quantité u qui est ellcr 
même une fonction de la variable x; par T intermédiaire de 
la variable w, y pourra être considérée comme une fonction 
de X ; c'est ce que Ton nomme une fonction de fonction. 

Si Ton donne à la variable œ Taccroissement Aa?, il en 
résulte pour u un accroissement Aw, et pour y un accrois- 
sement Ay. On a évidemment 

Ay Ay ^u 
^x Aw Aj? * 

Lorsque l'accroissement Aj? de la variable tend vers zéro, 
raccroisaeiâent Au, et par suite l'aocroissement Ay, tendent 

aussi vers zéro ; la limite du rapport -^ est la dérivée y' 

de y considérée comme fonction de x; la limite du rapport 

Y est la dérivée f (w) de la fonction f{u) , c'est-à-dire de y 

considérée comme fonction de la variable u ; enfin la limite 

Ati 
du rapport-^ est la dérivée v! de la fonction u de a;. On a 

donc 

Ainsi la dérivée d'une fonction de fonction est égale au 
produit des dérivées des fonctions qui la composent. 
Ce principe peut être généralisé. Soit y une fonction f{v) 
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de la quantité t?, qui est une fonction (p(ti) de la quantité ii, 
qui est elle-même une fonction de œ; par l'intermédiaire 
des quantités vetu^y est finalement une fonction dé x dqpt 
nous cherchons la dérivée. On a 

Av Av At; Au 
. «y — . «7 «v^ ^^ ___ 

Aâ? At; At/ A:r' 

et en prenant les limites , 

La règle établie plus haut, pour trouver la dérivée d*une 
fonction .t*"", est un cas particulier du théorème que nous 
venons de démontrer sur les fonctions des fonctions. 

Dérivée du sinus. 

102. Soit la fonction 

y = sin ar. 

Si l'on donne à la variable x l'accroissement ft, il en résulte 
pour la fonction l'accroissement 

*: = sin (ar + A) — sin ar. 

En prenant le rapport des depx accroissements et transfor- 
mant la différence des sinus en produit, il vient 

jin- 
k sin(ar4-^) — sin^ '^ ^ 



a sm - cos 1 a? + - 1 



ou 



. h 

sm- 

k a 

T = —7 — C05 
h h 

a 



('+;)• 
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Quand raccroissement A de la variable tend vers zéro, 

. h 

sm- 

lerapport—r— du sinus à Tare -tend vers Tunité, tandis 
n 2 

k 
que le second facteur se réduit à ces x ; le rapport j- tend 

donc vers une limite égale à cos x^ et l'on a 

« 

y' = COS X. 

Ainsi la dérivée du sinm est le cosinus. 



Dérivée du cosinus, 
103. Soit la fonction 

y = COSX. 

On a de la même manière 



k __ cos [x + h) — cos X 2 



. h . /' h 
— a sm - sm I X + - 



A"" A k 



. h 
sm - 
a 
sm 



h 
a 



in(x + -), 



et, en prenant les limites, 

y' = — sin X. 

Ainsi la dérivée du cosinus est le sinus pris en signe con- 
traire. 

Au moyen de ce qui précède, on obient aisément les 
dérivées successives du sinus et du cosinus. 
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y' = cos X, y' = — sin X, 

y" = — sin a-, y' = — CQ8 x, 

y"' = — cos X, y"' = sin a; , 

y (»^) = sin a: , y^"^ = cos x , 



On voit que les dérivées se réproduisent périodiquement 
de quatre en quatre. 

Dérivées de la tangmte ei d$ la sécante, 

104. On obtient la dérivée de la fonction 

y=tanga?, 

sm 3c 
en prenant la dérivée du quotient , ce qui donne 

cos «17 

, cos' X + sin* X 1 



cos* X cos* X 

De même la cotangente 

cosa: 

y = cot a? = -i — • 

smar 

a pour dérivée 

sin* X 
La sécante pouvant se mettre sous la forme 

y = séca?= ■ , 

coso? 

on obtiendra sa dérivée par la règle des quotients 

sinj? 

y = -— , 
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De même la cosécante 

y = C0Séca? = -: 

a pour dérivée 

, cosa? 

Dérivées des fonctions circulaires inverses. 

105. Soit la fonction inverse 

y=:arcsina?. 
On en dédtdt 

sin y =:Xé 

Prenons les dérivées des deux membres ; y étant une fonction 
de x^ le premier membre sin y est une fonction de fonction, 
qui a pour dérivée cos yxy'; la dérivée du second wiem- 
bre X est l'unité ; on a donc 

cosy X y = 1 ; 
d'où 

i 

y = 



cosy 



Puisque sin î/=a;^ on a cosy=rtv/i — x*; en remplaçant 
cos y par sa valeur, il vient 



i/ = 



±^i — X* 



Il faut mettre devant le radical le signe de cos y; si l'arc 
se termine dans le premier ou dans le quatrième quadrant, 
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on prendra le signe +; s'il se termine dans le second ou 
dans le troisième, on prendra le signe — . 

106. La dérivée de la fonction inverse 

y = arccosar 

« s'obtient de la même manière. On a, en effet, 

cosy = Xy 

et, en prenant les dérivées des deux membres, 

— -sinyxy'= i ; 



d*oii Ton déduit 



i/=-^= 



smy H::y/i— a?« 
On mettra devant le radical le signe de sin y. 
107. Considérons enfin la fonction inverse 

y = arctangx. 
On a 

tangy = a;, 

et, en prenant les dérivées des deux membres, 

^ — 1 • 
cos'y ' 

d'où 

y = cos*y. 
Mais on sait que 

cos*y = 



1 -|- tang'y i + ^* ' 
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donc 



y = 



1 +^ 



î* 



Dérivée de la fonction exponentielle. 
108. Soit la fonction exponentielle 

Si Ton donne à la variable x l'accroissement A, la fonction 
éprouve un accroissement 

k = a'^^ — a* = q'^(q!' — i) , 
et le rapport des deux accroissements est 

On sait que, lorsque h est très-petit, la différence a^ — i 
est très-petite ; posons donc 

d'où 

a*= 1 -fa, 

et, en prenant les logarithmes népériens des deux mem- 
bres, 

AL«^=L(i+*)^ 
L(i + à) 



h = 



"La 



Remplaçons h par sa valeur, l'expression du rapport de 
vient 

k ^ a. La a'La _ o*La 



h L(i+a) ^ 

~L(i + a) L(i+a) 
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Lorsque h tend vers zéro, a tend aussi vers zéro, et la 

quantité (i + a) «devient égale à e (ri' 72); mais Le = i; 
donc 

k 

y' = lim 7 = a'^La. 

n 

Ainsi, pour avoir la dérivée d'une fonction exponentielle, il 
suffit de multiplier cette fonction par le logarithme népérien 
de la ba$0. 

Considérons en particulier la fonction exponentielle 
y =e'; puisque Le = i , on a y' == c"'. Ainsi, la dérivée de la 
fonction e* est celte fonction elle-même. La fonction e* jouit 
de la propriété caractéristique de se reproduire elle-même 
par la dérivation. 

Dérivée de la fonction logarithmique, 

109. La fonction logarithmique 

y = log^r 

est l'inverse de la fonction exponentielle. Si a désigne la 
base du système de logarithmes, on a 

Prenons les dérivées des deux m*embres d'après la loi que 
nous venons de démontrer, en regardant a^ comme une 
fonction de fonction : il vient 

o*L«xy=i, 

d'où 



y 



«"La* 
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En remplaçant a^ par x, et remarquant que la quantité ,— 

est le module M du système de logarithmes (n° 87) , on a 
enfin 



y 



M 



xha X 

Telle est la dérivée de la fonction logarithmique. 

Considérons comme cas particulier la fonction loga- 
rithmique népérienne 

le module étant l'unité, on a 

^ X 



Résumé. 

110. Nous avons trouvé les dérivées des fonctions simples 
que l'on considère ordinairement en mathématiques ; il est 
nécessaire de les apprendre par cœur ; le tableau suivant 
permet de les embrasser d'un coup d'oeil : 



y = x^, 
y = sinar, 
y = cosXy 

y = tang;r, 
y = arcsina:, 



y 



= arccosar. 



y' = mx*^^, m étant quelconque , 
y = coso?, 
y' = — sina?, 



y 



y 



y 



cos'o?' 



v/7= 



X^ 



en supposant Tare x 
compris entre o 






yrrsarctanga*, y' = 



1 -\-x 



i> 



\2 
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y = û% 


y' = a'La, 


y = ^, 


j/ = C% 


y = logar. 


^ '^ xLa' 


y = Lar, 


>■-',■ 



111. Les fonctions complexes pouvant être considérées 
comme des fonctions de fonctions, on calculera leurs déri- 
vées d'après la loi connue. En voici quelques exemples : 

!• y=zsiîïx*. Si Ton pose u=x*, on a y = sînu et 
Ton voit que y est une fonction de fonction. L'application da 
théorème donne 

y' = cos w X w' = aa:cosar*, 

2» y = e*^"*. Si Ton pose u = sin a?, on a encore une 
fonction de fonction y = e"*, qui admet pour dérivée 

y' = e** X w' = c»'"* X cosar. 

â« y = «•'■**. Si l'on pose u =iB% v = sin m, on a une 
fonction de fonction y = é^ plus compliquée que les précé- 
dentes ; le même théorème donne 

y' = e*. cos w . îM? = !u:e»'»«*cosar', 

4^ y = L (x + y'i + x% En posant m = a; + ^7+7] 
on a la fonction de fonction y = L«, qui admet pour dérivée 






u 



a? 



+ V^i+x« )/i+x^ 



5" y = a?*. En remarquant que, d'après la définition même 
des logarithmes népériens, on a identiquement a? =c^, on 
pourra écrire céttte fonction sous la forme y = e*^; si Ton 



j 
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pose u = xLx^ on a la fonction de fonction y = c**, qui ad- 
met pour dérivée 

y' = cV = e''{i +Lx) = x'(i+ Lx). 

Par rbabitude, on arrive à décomposer les fonctions com- 
pleyes par la pensée, sans employer les lettres auxiliaires 

u ett?. 

« 

Exercices. 
Trouver les dérivées des fonctions suivantes : 

i** y = arcsinx— yi— a?'. Iiép,:y'= . 

\/i — x' 

1 



sm'xcos'o? 



2* y = tango? — cot x, y' = -r-r 

3** y = a?{Lr — i), y'=Lx, 

4« y = e*(a? — i), y' = xe^. 

5** y = orsin or + cosor, y' = ^ coso?. 

6** y= — 070080; + sino?, y' = orsinor. 
1 , /o? — 1\ , 1 

ya;' — i 



-^7= 



.v-(^ 



o:^ 



y= ' 



x^i — x^ 



10*» y = arccos( — ^ — j, y' = -7 



ir yzzrUf ^f. 'H ^arctang 

y G Va?'+x+i/ ^5 



v/5 v/3 



sjax — 0?** 



0?' — I 
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CHAPITRE II. 

ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS. 

112. So\tf{x) une fonction continue, /"'(a;) sa dérivée. 
Nous avons appelé dérivée d'une fonction la limite du rap- 
port de r accroissement k de la fonction à l' accroissement /i 
de la variable, quand ces accroissements tendent vers zéro. 

k 

Lorsque A est très-petit, le rapport - diffère très-peu de 

n 

sa limite ; on a donc 
d'où 

k=h[r(x)+.], 

£ étant une quantité très-petite qui s*annule avec ft. Quand 
la dérivée /"(j:) n'est pas nulle, on peut rendre h assez 
petite pour que la quantité e soit moindre que f'{x) en va- 
leur absolue; alors c'est la quantité f'{x) qui donne son 
signe à la parenthèse. Si Ton suppose h positive, c'est-à- 
dire la variable x croissante, on voit que la variation k de 
la fonction aura le signe de la dérivée f{x); quand la dé- 
rivée sera positive , k sera positive et la fonction ira en 
croissant ; quand la dérivée sera négative , k sera négative 
et la fonction ira en décroissant. 

On déduit de là les théorèmes suivants : 1** Si la dérivée 
d'une fonction reste positive pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et &, la fonction va eu croissant quand x 
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croît de a à 6; 2° si la dérivée reste négative, la fonction 
va en décroissant. 

113. Lorsqu'une fonction, après avoir augmenté, décroît 
ensuite, elle passe par un maximum, c'est-à-dire par une 
valeur plus grande que les valeurs voisines. Au contraire, 
lorsque la fonction, après avoir diminué, croît ensuite, elle ' 
passe par un minimum^ c'est-à-dire par une valeur phis 
petite que les valeurs voisines. 

Dans le premier cas, la fonction commençant par croître, 
la dérivée est d'abord positive; la fonction décroissant en- 
suite, la dérivée devient négative. Ainsi, quand la fonction 
passe par un maximum, la dérivée change de signe, de 
positive devenant négative. 

Dans le second cas, la fonction commençant par décroître, 
la dérivée est d'abord négative; la fonction croissant en- 
suite, la dérivée devient positive. Ainsi, quand la fonction 
passe par un minimum, la dérivée change de signe, de né- 
gative devenant positive. 

Les réciproques sont vraies t lorsque la dérivée change 
de signe, la fonction passe par un maximum ou par un mi- 
nimum. Si la dérivée de positive devient négative, la fonc- 
tion, croissant d'abord pour décroître ensuite, passe par 
un maximum ; si la dérivée de négative devient positive, la 
fonclion, décroissant d'abord pour croître ensuite, passe 
par un minimum. 

Ordinairement la dérivée d'une fonction continue est 
aussi finie et continue ; elle change de signe en passant par 
la valeur intermédiaire zéro. On obtiendra donc les valeurs 
de X qui rendent la fonction maximum ou minimum en 
cherchant les valeurs de x qui annulent la dérivée, et qui 
en outre lui font éprouver un changement de signe. 
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Exemples. 

11&. Question I. Étudier la variation du volume im 
cylindre circulaire droit dont la surface totale est cm- 
stante. 

Appelons x le rayon de la base, y la hauteur, et repré< 
sentons la surface totale donnée par 2ica'; nous avons la 
relation 

OU plus simplement 

j?' 4" ^y = a*. 
Le volume V du cylindre a pour expression 

et si l'on remplace y par sa valeur y = tirée de 

la relation précédente, 

V = iTa?(a* — x^) = 7c(a*a? — 0?') ; 

c'est une fonction de la variable indépendante x. 

Les valeurs de a? et de y devant rester positives, le rayon aï 
de la base ne pourra varier que de o à a. Quand x varie 
de o à a, on voit que le volume part de zéro pour revenir 
à zéro, en passant par une suite de valeurs finies. Pour 
étudier la variation de cette fonction , prenons sa dérivée 

La dérivée est positive pour les valeurs de x inférieures 
à —, négative pour les valeurs de x supérieures à y-. ^^ 
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donc on fait croître a? de o à -= , le volume ira en aue:- 

v/3 ^ 

mentant de zéro à une certaine valeur maximum ; x crois- 
sant ensuite de — = à a, le volume ira en diminuant de 

v/3 

cette valeur maximum à o. 
Pour a; = -p, on a y = —, Ainsi, parmi tous les cy- 

lindres qui ont même surface totale, le plus grand est ce- 
lui dont la hauteur est égale au diamètre de la base. 

115, Question IL Étant donnée une feuille de carton 

rectangulaire ABCD, si, après 
avoir mené des parallèles aux 
quatre côtes à la même distance^ 
on enlève les petits carrés dans 
les angles , et quon relève les 
B portions rectangulaires telles que 
EKLF, on forme une boîte à fond rectangulaire EFGH. 
Étudier la variation du volume de celte boîte. 

Appelons 2a et 26 les côtés AB et AD de la feuille de 
carton, x la distance variable AK à laquelle on mène les 
parallèles ; le fond de la boîte est un rectangle ayant pour 
côtés EF = 2 (a — x) et EH = 2 (6 — x)y et pour surface 
4(a — x) (6 — x); la hauteur de la boîte est x; le volume 
a donc pour expression 

Y=zkx(a — x)[b — x), 

* 

Si Ton suppose a>b, x peut varier de o à 6; le vo- 
lume part de zéro pour revenir à zéro, en conservant des 
valeurs finies. La dérivée de cette fonction est 

r = ^[Zx*~2(a + b)x + ab.] 



A 
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La parenthèse est un polynôme entier du second degré. 
Si dans ce polynôme on remplace x par zéro, on a un ré- 
sultât positif + a6 ; si Ton remplace x par 6, on a un 
résultat négatif — lfi{a — b) ; ainsi le polynôme a ses deux 
racines réelles , la plus petite x' comprise entffe o et 6, la 
plus grande x^' supérieure à 6, et Ton écrira 

Quand x croît de o à x', la dérivée étant positive, le vo- 
lume augmente -de zéro à une certaine valeur maximum; 
X croissant ensuite de x' à 6, la dérivée devient négative 
et le volume diminue de cette valeur maximum jusqu à 
zéro. 
Le volume acquiert sa valeur maximum pour la valeur 

X =:X = ■ , . 

3 

HO. Question IIL Étudier la variation de la surface 
totale â\ia cylindre circulaire droit inscrit dans une sphère 
donnée. 

Si Ton appelle x le rayon de la base et 2j/ la hauteur du 
cylindre, on a 

x^ -{■ i/' = r'. 
S == 2TCX" -f ^-Kxy ; 

d'où 

Le rayon x peut varier de o k r. La fonction S, quê Ton 
veut étudier, a pour dérivée 

, _ ^\r\xs/r^ --x^ -f (r^ — 2^*)] 

b ' • 

s/r^ — x^ 



* 
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Quand x croît de o à — , la dérivée est positive et la fonc- 

lion croît de zéro à 5ur*. Faisons maintenant varier ^ de 

r , 
-:= a r : on a 

4"^ [c^v/ ?'' — Jî^' — [ix^ — r'j] 

o ^^^^ ~ . 

y/r- — x^ 

La parenthèse est la différence de deux quantités; si Ton 
multiplie et si Ton divise par la somme, il vient 

/,7: [x'{r'- — x') — (2^-2 — r*)2] 



S' = 



S' = 



[xy/)'^ — a?' -f- (2^'' — r')J v'r* — x"^ 
[x \/r^ — ar* -}- (2a?* — r')) v^r* — a?* 



Le dénominateur étant positif, il suffit d'examiner le 
signe du numérateur, qui est un polynôme entier du second 
degré en £c'. Quand, dans ce polynôme pris sous sa pre- 



r' 



mière forme, on remplace x* par — , on obtient un ré- 

sultat positif; quand on remplace x^ par r% on obtient 
un résultat négatif; on en conclut que les deux racines du 
trinème sont réelles , que la plus petite x'' est inférieure 

à — et la plus grande a?"* comprise entre — et r\ On a 

donc 



6' = 



\x\lr^ — x^ + {ix"" — r"- )] v^r^— i^'-' 



Quand x varie de — à ic", la dérivée €st positive, et la 
fonction continue à croître de oTrr* jusqu'à une valeur 
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maximum ; x variant ensuite de x" à r, la dérivée est né- 
gative, et la fonction décroît de la valeur maximum à 27cr'. 
Le maximum de la surface est donné par la valeur 



4 A+v^ 

x=.x' = r i / — î— ■^-- 
y 10 



117. Question IV. Soit GH la ligne de séparation de deux 
milieux ; la lumière se meut dans ces deux milieux avec des 
vitesses différentes v et V. Quel chemin doit suivre le rayon 
lumineux pour aller du point A au point B dans le temps 
le plus court ? 

Nous pouvons déterminer la position des points A et B 
par leurs distances AP et BQ à la droite GH, et par la dis- 
tance PQ; nous désignerons 
ces trois longueurs connues 
par a^b^c. Si la vitesse étsdt 
la même dans les deux mi- 
lieux, il est clair que la lu- 
mière suivrait le chemin le 
plus court, c'est-à-dire la 
droite AB ; mais la vitesse « 
dans le milieu supérieur 
étant plus grande que la vitesse v' dans le milieu inférieur, 
il y a avantage à ce que la lumière parcoure une plus 
grande longueur dans le premier milieu et une moindre 
dans le second ; elle suivra donc une ligne brisée telle que 
AMB. Appelons x la distance cherchée PM ; la lumière par- 
court dans les deux milieux les longueurs 




AM = V^a» -I- x^, MB = s/à^ + (c — x)« ; 
elle emploie à les parcourir les temps 
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n/« 




si !>■' + {€ - 


-X)* 

9 



la 



elle met donc, pour aller de A à B, en suivant le chemin 
AMB, le temps 

t — . 

V t/ 

Ce temps est une fonction de x^ considérée comme variable 
indépendante ; elle a pour dérivée 

. X c — X 



Au point M menons une perpendiculaire NN' à GH ; Tangle 
AMN est Tangle d'incidence i, Tangle BMN' Tangle de ré- 
fraction t'. Comme a 

. . PM X 

. ., QM c — X 

smt = — r = — ; 

BM y/ô»^(c_^)« 

il en résulte cette expression de la dérivée 

sini sint' 
1! = -. 

Quand le point M se déplace de P à Q, l'angle t augmente 
de zéro à une certaine valeur, tandis que Tangle t' diminue 
au contraire d une certaine valeur à zéro. Il y a donc un 
point, et un seul, pour lequel la dérivée s'annulle : avant, 
elle est négative ; au delà, elle devient positive. La fonc- 
tion que l'on étudie diminue jusque-là i)our augmenter 



142 LIVRE V, CHAP. II. 

ensuite. Le minimum a lieu, quand on a 



ou 



sine 


• V 

sint 


V 


V' ' 


sint 


V 


sme 


-^' 



C'est par cette considération du temps minimum queFennat 
a trouvé pour la première fois Ja loi de la réfraction de la 
lumière. 

118. Question V. Étudier la variationde la surface d'un 
secteur ^phérique de volume constant. 

Appelons x le rayon du secteur, y la hauteur de la ca- 
lotte qui lui sert de base, et supposons que le volume soit 
égal k celui d'une sphère de rayon donné a; nou^ aurops 
la relation 

- izx^y = - 7ta\ 
' o ù 

ou plus simplement 



2a* 



x^y = 3a\ y = "^• 



La surface du secteur a pour expression 

8=z'KX ^y{2x — y) + 2ira?y, 
et, ai Top remplace y par sa valeur, 

La hauteur y de la calotte étant plus petite que le dia- 
mètre 3a;, le rayon x est plus grand que a; ainsi la va- 
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riable x peut croître à partir de a indéfiniment. La surface 
a pour dérivée 

ira- [a?' 4" 2a' — [\a \la[x^ — a')] 



S' = 



a?V«(^' — «') 



Le numérateur est la différence de deux quantités; si Ton 
multiplie les deux termes de la fraction par la somme , 
on a 

fca* (ar* — i ^a^x^ + aoa*) 
ar« v/a(a;*~a«) [;r» + aa* + 4a v/a(^' — a')] 

Le dénominateur étant positif, il suffit d'examiner le signe 
du trinôme 

qui e&t du second degré par rapport à a;% et qui» déeom^ 
posé en facteurs, s'écrit 

[x^ — aa') [x^ — loa'). 

Qu^d çp varie de a à a va, la dérivée étant positive, la 

surface croît; çç variant de ay^ à ayio, la dérivée est 
négative et la surface décroît ; x croissant ensuite indéfi- 
niment au delà de ayio» la dérivée est positive, et la sur- 
face augmente. 

Examinons maintenant les formes successives par 
lesquelles passe le secteur. Lqrsque x = a, on a y f= 2û» 
S = 4''^a*; le secteur se réduit à une sphère de rayon 

a. Le rayon x croissant de a à aya, y décroît de 

sa à a ya, le secteur, qui est plus grand qu'un hémisphère, 
s'ouvre de plus en plus, jusqu'à ce qu'il arrive à la forme 
d'un hémisphère; la surface augmente de la valeur ini- 
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tide l\iza^ au maximum Sica* \l\. Le rayon croissant en- 
suite de aya à ay lo, y décroît de ayâ à -^ — , le sec- 

teur, qui est maintenant moindre qu'un hémisphère, 
s'allonge jusqu'à ce que la hauteur de la calotte ne soit 
que le cinquième du rayon ; sa surface diminue du maxi- 
mum 3«a* V 4 au minimum ira* yioo. Le rayon x crois- 
suite au delà de ay lo indéfiniment, y diminue et tend 
vers zéro; le secteur continue à s'allonger, et sa surface 
augmente indéfiniment. 
On peut remarquer que la valeur minimum Tca*yioo, 

par laquelle passe la surface pour x = a\fïôy est plus 
grande que la valeur initiale l^tza*. Ainsi, c'est quand le 
secteur a la forme d'une sphère que sa surface est la plus 
petite possible. Nous remarquerons encore que la surface 
passe une seule fois par toute valeur comprise entre la 

valeur initiale 4^«* et le minimum ita* y^ioo, trots fois par 
toute valeur comprise entre ce minimum et le maximum 

3ita'y4,et enfin une seule fois par toute valeur plus 
grande que ce maximum. 

119. Question IV. Étudier la variation du volume du 
secteur sphérique dont la surface totale est constante. 

On peut déduire cette question de la précédente. Il sera 
plus commode de prendre pour variable, non pas le rayon a? 

du secteur ou la hauteur y de la calotte, mais le rapport - 

de ces deux longueurs, rapport que nous désignerons parz. 
Cette nouvelle variable caractérisera la forme du solide et 
aura la même valeur pour tous les solides semblables. 
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Quand x croit de a à os , 2/ décroit de sa à o et par consé- 
quent z croît de - à OD. Donnons à la nouvelle variable deux 

2 

valeurs js et jz'; soient S et S' les surfaces totales des solides 
correspondants, quand le volume V reste constant ; imagi- 
nons que Ton change les dimensions du second solide en le 
laissant semblable à lui-même, de manière que sa surface, 
qui était S\ devienne égale à S \ son volume , qui était Y, 
acquerra la valeur Y' donnée par la relation 



(^■=C.)' 



Ainsi, quand on passe d'une forme à une autre en laissant 
constant, soit le volume, soit la surface, on voit que la sur- 
face dans le premier cas, le volume dans le second cas, va- 
rient en sens contraires \ si la surface augmente, le volume 
diminue ou inversement. A un minimum de la surface cor- 
respondra un maximum du volume et à un maximum de la 
surface un minimum de volume. 

La variable z croissant de - à i , le secteur passe de la 

forme d'une sphère entière à celle d'un hémisphère et le 
volume diminue; z croissant de 1 & 5, le volume augmente ; 
z croissant à partir de 5 indéfiniment , le volume diminue 
et tend vers zéro. Le volume a passé d'abord par un mi- 
nimimd, puis par un maximum. 

La plupart des questions géométriques se correspondent 
ainsi deux à deux. 

Exercices. 

Question L Étudier la variation de la surface d'un tra- 
pèze inscrit dans un demi-cercle. 

10 
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Question IL Étudier la variation <le la Mitfaee totale 
d'un cône circulaire droit inscrit dans une sphère donnée. 

Question III. Étudier la variation du volume d'un pa- 
rallélipipède rectangle à base cai rée dont la surface totale 
est donnée. 

Question IV. Étudier la variation du vdume d'une niche 
de surface donnée. 

Question V. On fait mouvoir une lumière sur une droite 
verticale ; étudier la variation de la quantité de lumière 
reçue par une portion très-petite du plan horizontal. 

Question VI. Sur les faces d'un cube on place six pyra- 
mides régulières de même hauteur ; la surface totale étant 
donnée, étudier la variation du volume du solide ainsi formé. 

Question VU. Sur les faces d'un tétraè4re régulier on 
place quatre pyramides composées chacune de trois trian- 
gles isolés égaux. La surface totale étant donnée, étudier 
la variation du volume du solide ainsi formé. 

Question VIII. Un aéromètre est formé d'un cylindre de 
rayon donné terminé par deux cônes égaux. La surface 
totale étant donnée, étudier la variation du volume. 

Question IX. Un triangle est formé par trds ai'ce de 
cercle égaux entre eux et de longueur dom^ ; étiràier la 
variation de la surface. 
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CHAPITRE IIL 

dérivées d'une fonction m plusieurs variables. 

120. Jusqu'ici nous n'avons considéré que des fonctions 
d'une seule variable; nom allons dire quelques mots des 
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fonctions de plusieurs vaiiables. Soit f{x^ y) une fonction 
de deux varial)les indépendantes x et y (on nomme va- 
riables indépendantes des quantités qui varient d'une ma- 
nière tout à fait arbitraire et indépendamment Tune de 
rautre)^ Si, regardant y comme une constante, nous pre- 
nons la dérivée de la fonction par rapport à la variable x^ 
nous aurons ce qu'on appelle la dérivée partielle de la fonc- 
tion par rapport à <r. De même, si regardant x comme une 
constante, nous prenons la dérivée par rapport à la va- 
riable y, nous aurons la dérivée partielle par rapport à y. 
Telles sont les deux dérivées partielles du premier ordre 
de la fonction préposée ; nous les désignerons par les no- 
tations f'^ et fy , r indice indiquant la lettre par rapport à 
laquelle on dérive. 

Si Ton dérive deux fois successivement, soit deux fois 
par rapport à a:, soit une foîs rapport à a? et une se- 
conde fois par rapport à y, soit deux fois par rapport à y, 
en obtient trois dérivées partielles du second ordre que 
nous désignerons par les notations f'J^ , f^y , fy». Et ainsi 
de suite. 

Par exemple, soit la fotiction 

f{Xf y) = Zx^ — 5xy + y' — Sx -j- 4y + a. 

En dérivant par rapport à x ou par rapport à y, on a les 
deux dérivées partielles du premier ordre 

/•^rifc&p — 5y — 3, 

;^ = — 5x + ay + 4. 
En dérivant une seconde fois, soit par rapport à x^ soit 
par rapport à y, on forme les trois dérivées partielles du 
second ordre 

Les dérivées suivantes sont nulles « 
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Théorème sur les fonctions homogènes. 

121. On dît qu'une fonction entière de oî, y, 2, ... estho^ 
mogène et du degré m, lorsque la somme des exposants de 
ces lettres dans chacun des termes est constante et égale 
à m. Afin de préciser, nous supposerons que la fonction 
contient trois lettres x,y^z. Chacun des termes est delà 
forme AxV^» ®^ ^*^^ P^^^ écrire 

f{x, y, z) = SAa:yz«. 

En prenant la dérivée par rapport à chacune des lettres, 
on a 

Si Ton multiplie ces dérivées respectivement par x^ytZ^ 
il vient 

xf'^ = SnAxV^', 
yfl = 2/)Axy2S 

On en déduit 

^f. + yfy + ^f. = H^+P + ?) A^y z'. 

La somme des exposants m + w+p étant constante et 
égale à tn, on a 



ou 



^/'« + y/'v+^/*i=»ï2:Aa?V2% 



^f'x + y fi + zfx = ^f{^9 y y ^)» 
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Dérivées des fonctions composées. 

122. Soit une fonction f{u, v) de deux quantités u et t) 
qui sont elles-mêmes des fonctions de la variable x; il est 
clair que y est en définitive une fonction de la variable x. 
On demande sa dérivée. Si Ton donne à la variable x l'ac- 
croissement Ax, il en résulte pour u et t; les accroissements 
Au et Ar, et pour y l'accroissement Ay, et l'on a 

^y = f[^+ ^"^ v+^v) — f(u, v) , 

ou 

Ay = f[u + Aw, V -f' Av) — /( w, t? + Av) + /"(w ^ V + Av) — /*(u, r) . 

En divisant par Ax, on a 

Ay f[u + Aw, v + Av) — /{w, V + Ay) Aw 
ZUr A2« Aar 

/"(il, i; + At;) — /'(t^, v) At; 

i ; ' ^T"* 

Lv Aa; 

Supposons maintenant que Hx tende vers zéro, les rap- 
ports T- et -7- tendent vers les dérivées vl et »' des fonc- 
'^ Aa? Aa? 

tions u et v. Dans le rapport 

Av ' 

on voit que le numérateur est l'accroissement qu'éprouve 
la fonction /"(w, v) quand on donne à la variable v l'accrois- 
sement At?, u restant constante ; la limite de ce rapport est 
donc la dérivée partielle fl{u, v) de la fonction /(w, v) par 
rapport à v, et le second terme a pour limite 

f^ [u, v) X '/. 



150 LIVRE V, CHAP. m. 

Considérons maintenant le rapport 

f[u + Aw, t? + Av) — f[Uy i; + Ay) ^ 

Aw 

le numérateur est Taccroissement qu'éprouve la fonction 
f{uy v + Av)» quand on donne à la variable u Taccroisse- 
ment Aw; ce rapport, en vertu du principe établi au n" 112, 
est donc égal à 

la quantité e s' évanouissant avec Au. D'autre part, lafoQÇ- 
tion f^ (u, v) étant continue, on a 

la quantité e' s' évanouissant avec Av; il eu résulte que le 
rapport considéré est égal à 

Si maintenant on fait tendre ^x vers ^érOt Ak et 4f tendent 
aussi vers zéro, ainsi que e et e', et le rapport a pour 
limite /"^(w, x>). La limite du premier terme est donc 

fl (w, V) X W. 
On a de la sorte 

}i=-fi{^>v)Xu'^fl(u,v)Xv'. 

Ainsi la dérivée d'une fonction de deux fonctions ti et t) 
d'une même variable x égale la dérivée partielle de la fonc- 
tion proposée par rapport à u multipliée par la dérivée 
de M, plus la dérivée partielle par rapport à v multipliée 
par la dérivée de v. 
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Exemples^ 

!• Prenons comme exemple la fonction y = a?', dont 
nous avons déjà trouvé la dérivée (n°lll). Si Ton pose 
u = a?, r = a?, on a y = îi"; d'où, en appliquant le théo- 
rème précédent, 

2* y = (sin a?)**. Posant u = siax, v = l\x^ on aura de 
de même y = v^\ d'où 

y=5t«^»-V 4-«**I-w.t;'=:4a?cosa?(sîna?)*'~* + 4(sinir)**L(8inar). 
Dérivées des fonctions implicites. 

123. On dit qu'une fonction est implicite lorsqu'elle est 
liée à la variable par une équation non résolue. Ainsi 
Féquation 

f[x, y) x= o, 

dans laquelle le premier membre est une fonction quel- 
conque des deux variables x et y, définit une fonction im- 
plicite y de X. Si Ton pouvait résoudre l'équation, on en 
déduirait y = (f(x) et la fonction deviendrait explicite. 

On obtient aisément la dérivée d'une fonction implicite. 
En effet, prenons la dérivée de la fonction f{x^ y), dans 
laquelle nous regardons x comme la Variable indépen- 
dante , et y comme une fonction de x ; cette dérivée, d'a- 
près le théorème précédent, est égale à 

Comme la fonction f{xy y) est constamment nulle, sa dé- 
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rivée est aussi constaimneDt nulle, et l'on a Téqaation 

d'où l'on déduit 

/" 

'y 

Telle est l'expression de la dérivée de la fonction impli- 
cite y. 

Exemples. 

l"" Considérons la fonction implicite y définie par l'équa- 
tion 

a?' — [\xy -f- .y* 4" 2a: = o. 

On a, d'après la formule que nous venons d'établir, 

__ ax — 4y+a _ ay — a?— i 
— 4^ + ay y — ax * 

L'équation proposée, étant du second degré par rapport 
à y, peut être résolue, ce qui donne 

y = aa? ± \/5ar* — nx* 

La fonction devenant ainsi explicite, on trouve directemeot 

sa dérivée, 

y ==aib 



\/3a;' — ^x 



En remplaçant y par sa valeur dans la première expression 
de y', on obtient la seconde. 



J 
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DES FONCTIONS PRIMITIVES. 



124. On appelle fonction primitive d'une fonction donnée 
une fonction dont la fonction proposée est la dérivée. Nous 
démontrerons d'abord l'existence de la fonction primitive, 
qu'on puisse ou non l'exprimer au moyen des signes de 
l'algèbre. 

Soit y = f{x) la fonction proposée ; représentons cette 
fonction par une courbe, comme nous l'avons expliqué 
au n"* 93, en portant sur la ligne horizontale OX, à partir 

du point O, des lon- 
gueurs égales aux diver- 
ses valeurs de la variable 
Xy et élevant des perpen- 
diculaires ou ordonnées 
égales aux valeurs corres- 
pondantes de y» Considé- 
rons l'aire ÂBMP comptée à partir d'une ordonnée fixe AB 
jusqu'à une ordonnée mobile MP; cette aire est une fonc- 
tion de x; car, si l'on fait croître x^ l'ordonnée MP s'éloi- 
gnant, l'aire augmente ; nous désignerons cette fonction par 
F (a?). Je vais démontrer que la fonction ¥{x)^ ainsi défi- 
nie, est la fonction primitive de la fonction proposée f{x) . 
Concevons, en effet, que l'on donne à x un accroissement 
PP'=ft; l'accroissement k de la fonction F{x) sera l'aire 
du trapèze curviligne MPP'M'; par les points M et M' me- 
nons les horizontales MD et M'E ; on voit que l'aire du tra- 
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pèze curviligne est comprise entre celles des rectangles 
MPP'D et EPP'M'; ces rectangles ont pour mesure MP x A, 
M'F X ft 5 on a donc 

MPxA<*<MT'xA, 
et, en divisant par ft, 

MF < X < MF. 

n 

QmBd h tend vers zéro, l'ordonnée WP devient égale à MP; 
donc la limite de ^r, ou la dérivée F'(»)^ est égale à l'ordon- 
née MP, c'est-à-dire à f{x). Ainsi la fonction proposée f(») 
est la dérivée de la fonction f(x) ; et, réciproquement, la 
fcoDCtioo F [x) est la fonction ]mmitiv6 de f{(K>) • 

U résulte de là qu'une fonction oentimie quelconque a 
une fonction primitive, que l'on peut représenter par une 
sûre plane* Si à la fonction primitive F(x) on ajoute une 
conatltQte arbitraire G, on aura encore une fonction primi- 
tive F(âr} + C ; car la constante ne donne rien dans la 
dérivée. 

NoiUa verrons, par ce qui suivra, que Taddition de cette 
omstantf arbitraire donne toutes les fonctions primitives 
clf la fonction proposée. 

iS5. Démontrons d'abord que, lorsqu'une fenetlon % ta 
dérivée eonstanmient nulle, cette fonction est constante. 

imaginons la fonction figurée par une Hgoe. &i l'on déai* 

gne par a l'angle que fait ta tan- 
gente à la ligne en un point quel** 
eonque avecTboriaontale OX, nous 
savons (n*' &S) que la dérivée de 
la fonction représrate iang «. Puis^ 
que la dérivée eel couramment 




i 
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nulle» l'angle a est lai^mèoie oonatamment ouL Ainsi la 
ligne en cbacnn de ses pmnts a sa tangente horizontale ; 
ce ne peut être qu'une ligne droite horizontale AB. L'or^ 
donnée HP de ohaeun des points de cette ligne droite e&t 
constante ; on en conclut que la fonction proposée a une 
valeur constante. 

Mais il est bon de démontrer algébriquement cette pro- 
position importante. 

Soit f(x) une fonction; en donnant à x raccroîssenaent ft, 
nous avons (n* 112) la relation 

f[X'\^h)^f[x)^h{f[x)^i\, 

e s' évanouissant avec ft. Si la dérivée est couftanament 
nnlle, cette relation se réduit à 

f[x 4- A) — f[x) = Ae. 

Je considère deux valeurs quelconques x^ et X de la va- 
riable Xt X étant supposée plus grande que x^ \ je partage 
Vintervalle X~a?^ en n parties égales, et j'appelle- ft cha^ 
«BBQ dQ ces parties. Su appliquant la relation précédente 
à ces divers éléments, on a 

f{^, + h) ^f(x,) = kt,, l 

f(x^ + ^à)'^f{x^ + h) =hz,y 



f{X)-f[x,+ {n-i)h]^kz„^,, 

chacune àfis quantités e^ , s^, e^^^ s* évanouissant 

avec h. 

Si Ton ajoute toutes ces égalités, les quantités ir/termé- 
diaires disparaissent et Ton trouve 
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Appelons e la plus grande des quantités ^o» ^i» ^^ 

valeur absolue; leur somme sera évidemment moiodre 
que m , et le second membre plus petit que nht ou que 
(X — aîje, puisque nft égale X — a?,,; on aura donc 

Imaginons maintenant que l'on partage Tintervalle con- 
stant X — Xq en un nombre de parties de plus en plus 
grand ] la grandeur h des parties diminuera indéfiniment ; 

toutes les quantités e^ , e, , , et par conséquent la plus 

grande d'entre elles e, tendront simultanément ' vers zéro, 
et le produit (X — a? Je s'évanouira. Il en résulte que la 
différence /TX) — ({x^) est nulle, c'est-à-dire que les va- 
leurs f(X) et f{x^) de la fonction pour deux valeurs quel- 
conques de la variable sont égales ; ainsi la fonction con- 
serve toujours la même valeur : c'est une constante. 

126. Soient maintenant deux fonctions ¥{x) et (p(«), 
ayant même dérivée f{x) , je dis que ces deux fonctions ne 
peuvent différer que par une constante. En effet, on a, par 
hypothèse, . 

<^'[x) = f{x), 

si Ton retranche ces deux égalités l'une de l'autre, il vient 

i^'{x) — F{x) = 0. 

Mais (f'{x) — F (a?) est la dérivée de la fonction (f{x) —f{x); 
puisque cette dérivée est constamment nulle, la fonction 
est constante ; donc 

î^{x) — F(x) = C. 
Nous avons dit (n'» 124) que, lorsqu'on a trouvé une 
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fonction primitive F{x) de la fonction proposée, et que 
Ton y ajoute une constante arbitraire, on obtient une nou- 
velle fonction primitive F{x) + C. Il résulte de ce qui pré- 
cède que Ton forme ainsi toutes les fonctions primitives de 
la fonction proposée, puisque toute autre fonction primi- 
tive ne diffère de la première que par une constante. Cette 
fonction primitive F(a;) +C, renfermant une constante ar- 
bitraire, s'appelle, pour cette raison, fonction primitive 
générale de la fonction proposée. 

On peut déterminer la constante de manière que la fonc- 
tion primitive ait une valeur donnée A pour une valeur 
donnée a de x ; on posera 

F(a) + C = A, 
d'où 

G = A~F(a). 

Si l'on veut, par exemple, que la fonction primitive s'an- 
nule pour 05= a, on posera 

F(a)+C = o; 
d'où 

C=-F(û), 

et la fonction primitive devient F{x) — F (a). 

La représentation géométrique de la fonction primitive 
montre bien que cette fonction renferme nne constante ar- 
bitraire; car on peut compter l'aire à partir d'une ordon- 
née initiale AB quelconque (n°12â), et quand on change la 
position de cette ordonnée initiale, on modifie évidemment 
l'aire d'une quantité constante. Déterminer la constante de 
manière que la fonction primitive s'annule pour a? = a, 
c'est compter Taire à partir de l'ordonnée initiale qui cor- 
respond à a? = a. 
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127. La recherche dee fonctions primitives est tme opé- 
ration très-compliquée ; nous nous bornerons aux cas tas 
plus simples. Considérons d'abord une fonction entière 

• # 

sa fonction primitive est 

car, en prenant la dérivée de ce polynôme, on retrotnrtt k 
polynôme proposé. Ainsi, pour avoir la fonction primitive 
et une fonction entière^ on augmente tous les exposants ^nne 
unité et on divise chaque terme par ï exposant ainsi aug- 
menté. Cette opération élève le degré d'une unité. 
Par exemple, le polynôme 

a?* — 5x + 7 

a pour fonction primitive générale 

^_2£: + ,. + c. 

ô 3 

Si Ton veut que la fonction primitive s'annule pour jî^^o, 
on fera C = o. 
La même règle s'appliqitô aux exposants quel€onqufiS« 

Exemples. 

l» f(x) = yx=2x\ 

S' f^) « -Jï = «"•• 

F(a^)=:-a;-^ + C=~i + C. 
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3° f{x)=.^lax ^ + làx^^-:ular\ 

F{x) = ax'i — bx"^ + dx"^ + C. 

128. Voici encore d'autres cas où Ton peut trouver im- 
médiatement la fonction primitive : 



io f(x) = 1 



5* 



X 



m = 

f{x) = 



ï 



«^ 



1 +dr' 
t 

y/i — X* 



m 



\i—x* 



;♦ 



= a' 



f{x) = cosa?, 
f[x) = sinx, 

f[x) = 



f[x) = 



12» f{x) = 



cos*a?* 



sm*ar ' 
Aux 
cos*â?' 
cosar 
sin'ar * 



¥{x) = arctangar + C, 
F(x) = arcsinx -j-C^ 



F(a?) = arccosj7 4-C, 

F(^): 






F(ar) =sinj: + (î, 
F(ar) = — oosar + G, 

F(â?) =tanga? + C, 
F(j?) = — cota:4-C, 
F(x) =séc;r + C, 
F(â?) = — coséca? + C. 



Souvent le théorème sur les fonctions de fonctions per- 
met de trouver la fonction positive. 



1' M 



X-^il,* 



F(a;) ss L(a? + a) + C, 
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2» f{x) = , ' ^, =(xH-a)-», F(x) =; r-^sn+c» 

'^ ' (x + fl) ^ ' ' ' ^ ' (m— i)x — o)"^' 



On voit ici que, le numérateur ^x étant la dérivée du dé- 

nominateur a* + «*, la fonction -t-t — s est la dérivée de 

o' + x' 

L{a*H-a!*). 

V o' + a:' 
e» /(x) = c", F(x) = Ç + c, 

7* f[x) = cos ox, F(x) = 5îï^ + C, 

8- /1(^) = ^, F(x)=J(Lr)» + C, 

90 /Ix)=-^, F(x) = LLx + C, 

xLx 

^*° A^) = 7:riii' F(x)=: arc tang («•)+€. 
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CHAPITRE V- 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES. 

Développement de L(i + ^). 

129. La fonction L(i+a;) a pour dérivée . En 

effectuant la division de i par i + ^9 ^t ordonnant le quo- 
tient suivant les puissances croissantes de x^ on trouve 

• — ; — =1 — 5; + x' — a;'+ ^ ^"^ ± — ; — i 

d'où 

~, (i — ar + ^* — ^'+ qp a:*****) = db — ; — .' 

Le premier membre admet pour fonction primitive 

/x X* . œ^ x'' . af\ 

L(i + a;)-(--- + --_ + qz-j. 

Si Ton désigne cette fonction par ±9(0:;), on a 



1 X 

±(p'(j?)=: (i.^x4'X^'^X^4- 3=5?**-*)=: ±3—^ — , 

V 1 — X ' ' -T- / ^^^ 

ou plus simplement 

Nous remarquons d'ailleurs que la fonction ç (a?) , comme 

les deux fonctions dont elle est la différence, s'annule avec 

la variable x. 

11 
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Supposons d'abord la variable x positive; la quantité --r— 

étant positive et inférieure à x", on aura 

f 

?'(^) > o. 

Ces deux expressions admettent respectivement pour foDC- 
tions primitives 



'f (a:) et <p(ar) — 



x*^* 



La fonction ç (a?), ayant sa dérivée positive, va en croissant 
avec x; comme elle s'évanouit pour a? = o, elle prend des 
valeurs positives croissantes, quand x croît à partir de o. 

La fonction 9 (x) ; — , ayant sa dérivée néi^ative, va 

au contraire en décroissant quand x croit; conmie elle 
s'évanouit aussi avec x, elle prend des valeurs négatives, 
quand x croit à partir de o ; on a donc 



a?*-* 



^(^) - ;r+7 < ^' 



ou 



n-f- 1 



Ainsi, pour toutes les valeurs positives de la variables:, 

la fonction ç (a?) aune valeur positive inférieure à—r— • 

Si l'on désigne par une certaine fraction moindre que 
l'unité, on pourra représenter la valeur de <f(x) pw 

— ; — , et Ion aura 
n + 1 



J 
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, « x' a?' a:* a?** . 63?""*"* 

L(i+ar= 1--.-.+ ip— zh — — . 

1 a3 4 n n+i 

Cette égalité est vraie, quelle que soit la valeur positive 
attribuée kx. Supposons maintenant que la valeur de j: soit 
inférieure ou au plus égale à l'unité ; si l'on fait augmenter n 

indéfiniment, le terme complémentaire ■ tend vers 

zéro; on en conclut que la somme des n prentierç termes de 
la série 

X X* x^ ^* J_ 
1 2 3 4 

tend vers la limite L(i+^) ; o^ obtient ainsi le dévelop- 
pement de L(i + a;) en série convergente 

X a?' . 55* J?* 



(1) L(.4-^)=---+3-^ + 



• • • • • 



pour toutes les valeurs positives de x inférieures ou égalas 
à l'unité. 

130. Donnons maintenant à la variable une valeur néga- 
tive — X comprise entre o et — i ,et proposons-nous de déve- 
lopper la fonction — L(i — a?), dans laquelle x a une valeur 
positive inférieure à l'unité. Cette fonction a pour dérivée 

^, expression qui se développe de la manière suivante 

1 X^ 

=sri+a?-f-a:*-f- + a?**"* + 



i^x ... . . , — ^9 



on en déduit 



x^ 



1 — X V • • • ' > i — X 
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Le premier membre admet pour fonction primitive 

-L(i-^)-(- + - + -+ +-). 

Si l'on dédgne cette fonctiou par <f(x), on a 

OU plus simplement 



?'(^) = 



1 — X 



Nous remarquons d'ailleurs que la fonction <p (x) s'annulle 

* 

avec la variable x. 

Désignons par a une quantité très-petite, mais déter- 
minée, et supposons que x varie de o à i — a ; la valeur 

X"' x'* 

de la fonction sera positive et inférieure à —(car le 

1 — X '- a ^ 

dénominateur i — a; est plus grand que a), et Ton aura 

<fXx) > 0, 
?' («) — T < "• 

Ces deux expressions admettent respectivement pour fonc- 
tions primitives 



^{x) et <p(a?) 



5?*+* 



(n-f- 1)* 



En raisonnant comme précédemment, on voit que la fonc- 
tion ç (a?), ayant sa dérivée positive et s' évanouissant avec 
X, prend des valeurs positives croissantes quand x croît de 



x"^' 



o à 1 — a, et que la fonction o(x) — ; — ; — r-i ayant sa dé- 

(n+i)a' •* 
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rivée négative et s'évanouissant avec x prend des valeurs 
' négatives. Ainsi la fonction <p(x) a une valeur positive infé- 

Heure à^^; on peut la représenter par 7^, 

(n.+ i)a ^ ^ {n+i)a 

en désignant par une fraction, et l'on a 

X X* J?' X^ . ^3f^^ 



123' n~(n4- 1)«' 

pour toutes les valeurs de x inférieures à i — a. Si Ton 
fait augmenter n indéfiniment» le terme complémentaire 
tend vers zéro; d'où l'on conclut que la somme des n pre- 
miers termes de la série 



x . x^ x^ 

T + 7+3- + 



tend vers la limite — L(i — a?). On obtient de cette ma- 
nière le développement de la fonction — L(i — x) en série 
convergente 



X , x'^ . x^ 



pour toutes les valeurs de x inférieures à 1 — a. Comme la 
quantité a, dont nous avons fait usage dans la démonstra- 
tion, peut être prise aussi petite que l'on veut, le dévelop- 
pement a lieu pour toutes les valeurs de x inférieures à 
l'unité. On a ainsi 

M /y»Z /y»8 

pour toutes les valeurs de x inférieures à l'unité. 

Remarquons que l'on déduit Tégalité (2) de l'égalité (1), 
en changeant a? en — x. La série (l) représente donc la 
fonction L(i + x)^ quand x varie de — i exclusivement à 
+ 1 inclusivement. 
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Calcul des logarithmes népériens. 

131. De la série précédente, on déduit des séries qui 
servent au calcul des tables de logarithmes. Proposons- 
nous de trouver une série donnant la différence entre les 
logarithmes de deux nombres entiers consécutifs n et n+i. 
Puisque 

L(n+i)--Ln = L!i±i=L(i + ^), 
si dans la série (1) on remplace x par la fraction -, on a 
* L(n+i) — Ln = L- -|- -2_- — 

Mais cette série ne converge pas assez rapidement, et il 
faudrait prendre un grand nombre de termes pour avoir les 
logarithmes avec une certaine approximation. 

On arrive à une série beaucoup plus rapidement conver- 
gente de la manière suivante : Si Ton retranche l'une de 
Tautre les deux séries obtenues précédemment 



X X* . X^ X* 



L(i+a?)=-- — --. + ■- — y + 

1204 



X X* X^ J?* 



L(i— a?) = — -— . • . . , 

1 a 3 4 

les termes de degré pair se retranchent, ceux de degré im- 
pair s'ajoutent, et l'on a 

L(.+^)-L(i-x)=Li±|=a(f+|+|^+. . . . .). 
Posons maintenant 



1 — X n * 



j 
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d'où 

1 



X = 



et remplaçons x par sa valeur, nous obtiendrons la série 

(3) LÎîi!- = L(n+i) — Ln 

n 

"^^ [ïiîr+T + 3(an4- 1)» ^ 5(2n+ i)* "^ J' 

qui converge d'autant plus rapidement que le nombre n 
est plus grand. 

132. C'est au moyen de la série (3) que Ton calcule les 
logarithmes népériens. 
£n faisant n = i dans cette série , on a 



On commencera par réduire en décimales les fractions 

2 2 2 

T » z8 »• z6 « » ®^ divisant successivement par 9 ; puis 

on les divisera par les nombres impairs 1, 3, 5, 7, ..... 
Les dix premiers termes donnent , avec dix décimales 
exactes , 

La = 0,69514 71806. 
Si dans la série (3) on fait n = a, on a 

L3-La = | + 3^ + 5^5 + . . •. . 

On abr^e le calcul en remarquant que diviser par 26 
revient à diviser par 100 et à multiplier par A, Les sept 
premiers termes donnent , avec dix décimales exactes , 
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13=1,09861 22887. 

On obtient Lh en doublant L2, d'où 

14 = 1,3862943611. 
On calculera ensuite L5 par la série 

9 ^ 3.9» 5.9» 



222 
on obtient les fractions -, -,- » -?: ^ » en divisant 

9 9 9 
par 3 les fractions déjà calculées ^ » ^5 1 29, Les cinq 

d 

premiers termes donnent , avec dix décimales exactes, 

L5 = 1,60943 79124. 

^ On obtiendra L'6 en ajoutant L3 et L2. On calculerai; 
par la série en faisant n=: 6, et ainsi de suite indéfiniment, 

Calcul des logarithmes vulgaires. 

133. Quand on veut calculer les logarithmes vulgaires, il 
faut d'abord chercher le module. Pour cela , on calcule le 
logarithme népérien de 2, au moyen de la série 

T — .^_1_ ^_I_ ^_L ^J_ 

^''""3'^3:?+5^ + ;:3^'^ ' 



comme nous l'avons expliqué dans le numéro précédent , 
ce qui donne 

L2 = 0,69314 71806. 

En doublant ce logarithme , on obtient le logarithme 
népérien de 4» 

L4=: 1,58629 43611. 
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On détermine ensuite le logarithme népérien de 5 au 
moyen de la série 

9 5.9' 5.9»^ 

en remarquant que ces nouvelles fractions se déduisent de 
celles qui ont servi au calcul de L2 , comme nous l'avons 
expliqué. 

Une fois qu'on a trouvé L2 et L5, Taddition de ces deux 
logarithmes donne 

Lio = a,5o258 50930. 

On sait que le module M des logarithmes vulgaires est 

égal à = — (n* 87) ; divisant j par L 10, on aura la valeur 

de ce module 

M = 0^43439 44319* 

En le doublant , on a 

aM = 0,86858 89638. 

On obtient les logarithmes vulgaires en multipliant par le 
module les logarithmes népériens. La série (4) devient ainsi 

(4) log(n4-i)"~1^8^ 
"^ *^ Lân+7 "^ 3(an + if "^ 5(2n + 1)* "^ J* 

C'est cette série que l'on emploiera pour calculer les loga- 
rithmes vulgaires , en séparant les termes et l'écrivant sous 
la forme 

/K\ I / • N 1 2M , 2M , 2M , 

15) lOg(n+i)— lognsE i f-r; r-^ + 37 r~\i+ 

' ' ^ 2n+i * 5(2n+i ' 3(2n4-i) 
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On obtiendra le logarithme vulgaire de 2, en multipUant 
par M le logarithme népérien de 2 qui a servi à trouver le 
module. On calculera log 3 par la série 



2M , 2M aM 
5" "^ 375* "^ 5^ 



log3~log 2= — -f — ^ + — -^ + 



On calculera d'abord les fractions -r-i -^^ -^ » en 



sM sH 2M 
5 ' 5' • 5' 

divisant successivement par 2 5, plus simplement en multi- 
pliant par 4 et divisant par 100 ; on divisera ces fractions 

respectivement par 1, 3, 5 ; en ajoutant les résultats, 

on aura log 3. On aura log 4 en doublant log 2. Oo ob- 
tiendra log 5, et en multipliant par M le logarithme népé- 
rien de 5 qui a servi à trouver le module. On trouvera 
log 6 en ajoutant log 2 et log 3. On calculera log 7 par la 
série 



2M 2M 2M 

75 "*" 5.i3' ^ 5713' 



log7 — log6= — +7-:^ + FT^S + 



On aura log 8 en ajoutant log 4 et log « , log 9 en dou- 
blant log 3 ; on sait d'ailleurs que log 10 = 1. On calcu- 
lera log 1 1 par la série, et ainsi de suite indéfiniment. 

La série (5) convergeant de plus eh plus k mesure que 
l'on s'élève dans l'échelle des nombres entiers , les calculs 
deviendront bientôt extrêmement rapides. On aura, par 
exemple, le logarithme de 101 avec huit décimales exactes 
au moyen de deux termes seulement 

. 2M , 2M 

log 101 — 2 = [• - — ^ . 

201 ' 3.20X'* 

On calculera d'abord le premier terme en divisant le 
nombre connu «M par 201 ; puis on déduira le second 
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terme du premier en divisant celui-ci par 3. soi* ou 
par isi3o5. 

Le premier terme de la série sufiira pour le logarithme 
de 1001 9 

loff 1001 — 3 = , 

2001 

et à plus forte raison au delà. 

Développement de la fonction arctangx. 

134. Afin de préciser le sens de la fonction arctangx, 
nous supposerons qu'elle s'évanouit avec x et qu'elle 
varie ensuite d'une manière continue avec cette vatia* 
ble. La méthode qui nous a donné le développement de 
L(i + x) nous conduira aussi au développement de la 
fonction arctangx^ 

La fonction arc tangx a pour dérivée — j; — i*. Par la di- 
vision, cette dérivée se développe de la manière suivante, 

d'où 



Le premier membre admet pour fonction primitive 

/x x^ , x^ x'^ , a;***'* \ 

arctangx-(- -- + -_- + ^P^^^^j- 

En désignant cette fonction par ± y (a?) , on a 
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1 , . . . - . . .. . x'* 



ou plus simplement 



?'W = 



a?»" 



D'ailleurs , la fonction (f{x) s'annule avec la variable x. 



x*** 



La quantité — j— î étant positive et inférieure à x\ on 

a les inégalités 

^'{x) > o, 
ç'(a?) — a?*** < 0. 

La fonction cp(x), ayant sa dérivée positive, croît avec a?; 
comme elle s'évanouit pour a? = o, elle prend des valeurs 
positives croissantes , quand x croit à partir de zéro. La 

fonction (f{x) -j— , ayant sa dérivée négative, dé- 
croît au contraire quand x croît ; comme elle s'évanouit aussi 
avec Xy elle prend des valeurs négatives quand x croit à par- 
tir de zéro. On a donc, pour toutes les valeurs positives de x. 

an + 1 



OU 



«,îtH-l 



an-J- 1 

Ainsi la fonction (f{x) a une valeur positive inférieu re 
, et l'on pourra écrire 



^^lnH.1 



tf(x) = j — , 



J 
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en désignant par 6 une quantité positive plus petite que 
Tunité. On en déduit 

arctangâ? = v + t"" ^ 



1 55 ^^an — x an+i 

Supposons maintenant que la variable x soit inférieure 
ou au plus égale à l'unité ; si Ton fait augmenter n indéfi- 

niment, le terme complémentaire — ; — tend vers zéro; 

on en conclut que la somme des n premiers termes de la 
série 

X X^ . X"" 



Z 1 L 

1 3^5^ 



tend vers la limite arctangx\ on obtient ainsi ledévelop 
pement de arc tang x en série convergente 



X x^ . x^ 



(6) arctang=- — - + y 



• • • • • 



pour toutes les valeurs de x inférieures ou égales à 
Tunité. 

Cette série convient aussi aux valeurs négatives de x 
comprises entre o et — i , puisque les deux membres chan- 
gent de signe avec x, en conservant la même valeur ab- 
solue. Ainsi la série (6) est convergente et représente la 
fonction arc tang x , quand x varie de — et -f i inclusi- 
vement. 

Calcul du rapport de la circonférence au diamètre. 

185. Nous avons obtenu le développement de la fonc- 
tion arc tang x en série convergente 
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(C X* , x^ 



(6) arc lang X = Y — 3- + y — 



pour toutes les valeurs de x inférieures ou égales à Tu- 
nité. Cette série permet de calculer la longueur d'un ^ 
arc dont on connaît la tangente ; il en résulte plusieurs 
manières de déterminer le rapport de la circonférence au 
diamètre. 
l"" Uarc, qui a pour tangente l'unité » est la moitié du 



7t 



quadrant ou t» En faisant x = 1 dans la sériei m a dooc 

r-x T^ _ 1,1 1 , 

(1) -_l_-^-_-^ 

Hais cette série ne converge pas assez rapidement et il 
faudrait un trop grand nombre de termes pour obtenir ic 
avec quelque approximation. On a recours à d'autres pro-^ 
cédés. 

2** En appelant a Tare qui a pour tangente -, on a la 

s 

série 

__ 1 i_ j i_ 



qui converge plus rapidement que la précédente , et qui 
donne une portion a du demi-*quadrant j. Pour avoir la 

partie complémentaire, je pose & = - — a , d'où 

tang - — tang a 1 — - 

tang6= i-^j ^ i=i. 

i + tang 7 tang û 14.- 
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Ainsi l'arc b a pour tangente ^ , et se développe de la ma- 
nière suivante 

3 3.3» ^5.3* 



En ajoutant les deux arcs a et 6, on a 

(8) ^=« + * = (l_-L+^-L- ) 

De cette manière , Tare 7 est donné par la somme de 

4 

deux séries. 

S"" Partons maintenant de l'arc qui a pour tanjgente 79 
et appelons a cet arc, 

En doublant cet arc, on a 

a tang a 3 
tang aa = . , = j. 

L'arc 2a est encore plus petit que y ; j'appelle b la diffé- 
rence 7 — 2a, d'où 
4 

X i,_ i— tangaa _ 1 

tang = — r-T = -• 

^ 1 + tang aa 7 

L'arc & qui a pour tangente - est donné par la série 
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7 3.7» ^ 5.7» 



On a donc 



(9) ^ = aa + J = .(l-^, + -L- ) 

4*» On obtient des séries très-rapidement convergentes 
en partant de Tare a qui a pour tangente 7 9 



_ 1 1,1 
Si Ton double cet arc, on a 



tang aa = 



5 



1 12 



En doublant encore une fois , on a 



tang 4a == 



10 

la lao 



25 119 

'~T44 



Cette dernière tangente étant un peu plus grande que 

Funité, Tare 4« est un peu plus grand que y; appelons 6 

4 

la différence 4^ — 7> 

4 
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et calculons la tangeute de cet arc, 

lao 

120 , a3o 
h» 

L'arc très-petit 6 , dont la tangente est -=- , sera donné 
par la série 

b = J i-+-^! 

239 3.239' 5.239* 

et Ton aura 

d'où 

(H, _.6«-4. = |-^ + i|- 



_(A. 4_. \ 

Va39 3.a39» "^ / 



Ces deux séries convergent très-rapidement, surtout la se- 
conde. Aussi cette dernière formule est*elle de beaucoup 
préférable à celles que nous avons données précédem- 
ment. 



12 
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136. Voici le calcul de it avec 16 décimales exactes, au 
moyeu de la formule (11), 



Calcul de 16 a. 



5 

16 

5* 

16 

5» 

16 

5^ 

16 

5* 

16 

5" 

16 

5" 

il 
5'' 

16 

5" 

16 

5'« 
16 
5'* 



— = 3,2 



^ = o,ia8 



---=0^005l2 



— =0,00020 4^ 



-- = 0,00000 8192 
5 

-— = 0,00000 03276 8 



= 0,00000 ooi3i 072 



= 0,00000 oooo5 24288 



= 0,00000 00000 20971 52 



-— = 0,00000 00000 oo838 86 



= 0,00000 00000 ooo55 55 



~=3,2 



16 

5 

16 

5.5* 

16 

9.5' 
16 

i3.5^« 

16 

17.5*^ 
16 



21.5 



21 



= 0,00102 4 



0,00000 09102 22222 23 



= 0,00000 00010 08246 l5 



=: 0,00000 00000 0123562 



= 0,00000 00000 00001 60 



3,20102 49112 31703 59 



16 

3.5^^ 

16 

16 

11.5 



11 



16 



i5.5^» 

16 
19.5*^ 



= 0,04266 66666 66666 G; 



= 0,00002 92571 41857 i/j 



= 0,00000 00297 89090 91 
= 0,00000 00000 34952 55 



= 0,00000 00000 00044 1^ 



0,04269 59536 35611 4« 
i6a = 3,i5832 89575 98092 19 
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Calcul de 4b. 

4 4 

-^ = 0,01673 64016 ^3640 17 -^=0,01673 64016 73640 17 

209 209 

4 4 

— s=LO,MOOO 09909 99101 44 ^-^^ = 0,00000 00000 01025 89 

-3-y=O,O0*0QO 00000 05129 45 0,01673 64016 74666 06 

239 , 

——j= 0,00000 00976 66367 i5 



46=^0^01673 6S040 08298 91 

Calcul de n. 

i6a=:3^i583a 8967$ 98092 19 
46 = 0,01673 63o4o 08298 91 



it=:5,i4i59 26535 89795 28. 

Il faut prendre onze termes dans la première série, trois 

dans la seconde* Le» pniKances impaires de 7 se dédui- 

sefit les unes des astres en divisant par 2(9 c*e$t*^à^re en 
multipliant par 4 et divisant par ioo« Nous avons fait le 
calcul avec 17 décimales ç mais on ne peut pas compter -sur 
la dernière décimale que Ton supprimera; on aura donc tc 
avec seize dédmales exactes 

1C= 3,14159 26555 89793 2. 

Développement des fonctions en séries. 

137. Nous avons effectué (n* 97) le développement de 
f{x^ + h) suivant les puissances entières et croissantes 
de A, quand la fonction est entière et nous avons 
trouvé 
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f[x, + A) = f{x,) + A*.) 7 + n^o) ~ + 

1 1 «3 



1 . a m' 



m étant le degré de la fonction. Le développement 8'arrète 
à la dérivée d'ordre m ; les dérivées suivantes sont nulles. 
La même forme de développement s'applique à une fonc- 
tion continue quelconque ; mais alors la suite se prolonge 
indéfiniment et constitue une série. 

Supposons que la fonction f{x) reste finie et continue, 
ainsi que ses n + i premières dérivées, quand x varie de 
0?^ à a?p + *• Considérons le polynôme 

A^.) + A^.)7+rW~ + + ^(^-J rTTTiTTT^' 

du d^ré n par rapport à A, et représentons par 



i.a (a+0 



R 



la différence qui existe entre f{x^ + ^ et ce polynôme, nous 
aurons 

(1) A^p+A)=/w+rw7 + r(^o)^+ 



+/^W — ^ — + , , , R. 



Si Ton pose x^^zx^ + h^ d'où a?^— a?^=fc, et si l'on faut 
passer tous les termes dans le premier membre, on écrira 

1 1 . a 

I .a n' ' ' I . a.. . . (n+i ) 






J 
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La quantité inconnue R dépend des deux quantité x^ 
et x^. 
Considérons la fonction 

(x, — a?)** ^ . Ixi — x]**"*"* ^ 
^ ' — - Aa?) ^— T-T— :R. 



1 . a n 1 . a (n^- >) 



Pour former cette fonction nous avons remplacé x^ par la 
variable x dans l'expression (2) , excepté dans la quantité R 
que nous laissons constante. Pour abréger, nous désigne* 
rons cette fonction par <f{x)\ si Ton en prend la dérivée, 
on remarqué que les termes se détruisent deux à deux ; les 
deux dernier3 termes subsistent seuls, et Ton a 

^ i.a n' ^ ' ' 1 • a n 

ou plus simplement 

(4) ?'(^) = 7^^^=^[R-rH^)l- 

D'après les hypothèses faites, la fonction <f{x) et sa dérivée 
^'(x) restent finies et continues quand x varie de x^ à x^. 
Pour a?=a?^j, la fonction <f{x) se réduit à l'expression (2), 
qui est égale à zéro ; pour x=:x^, les deux premiers termes 
se détruisent, les suivants deviennent nuls, et la fonction 
est aussi égale à zéro. Ainsi, quand x varie de x^kx^, la 
fonction f(x) part de zéro pour revenir à zéro ; comme elle 
reste finie et continue, elle passe par un maximum en va- 
leur absolue; la dérivée (f'{x) change donc de signe, et 
comme elle reste elle-même finie et continue, elle change 
de signe en passant par zéro. On en conclut que la dérivée 



I . 
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s*annule pour une valeur de x cemprise entre x^ et o^p c'est* 
à-dire entre x^ etx^ + h; cette valeur de Xy quijiannulç la 
dérivée, peut être représentée par x^-^^h, 6 étant une frac- 
tion plus petite que Tunité, et Ton a cp' (x^ + ^'^) =<>• On en 
déduit, en vertu de Téquation (4), 

L'égalité (i) devient ainsi 

(5).AK+A)=/'(xo)+rK)7+rK)7^ + 

An AïW-1 

Lorsque le terme complémentaire tend vers zéro quand n 
augmente indéfiniment, la formule donne naissance à une 
série convergente ; c*est la série de Taylor. 

138. On peut obtenir le terme complémentaire sous une 
forme plus générale. Si Ton représente le terme complé- 
mentaire par 

<> 1,2.. .n{/?+ i) 

p étant un nombre entier quelconque, on a, comme précé- 
demment , 

A^.) - n-^o) - ^^ A^o) - ^^^f^' n^o) - 

1 1 . a 

i.a...n' 1.2. • *n[p-{'i) 

La fonction 

f{x) == f{x,) - f(x) - iç^ f'{x) ~ (iiipfl^ r(*) - 

1 1 t 2 . 



1.2. ..n ^ 1.2. ..«(p+i) 
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s'annule encore pour x =^ x^et x= x^; sa dérivée 

l • ^ • • • • /i 

s'annule par conséquent pour une valeur intermédiaire 
^0 + ^^f ^^ en déduit 

et par suite le terme complémentaire 



1 . a . . .n(/>4~0 



(i_e)"-i»/^+*(a?,+IA). 



Le nombre entier p est arbitraire. Si l'on fait p = n, on 
retrouve la première forme ; si l'on fait p = o, on obtient 
une seconde forme 



1 . a . . . n 



qui est souvent utile dans les applications *. 

i39. De la formule (5) , dans laquelle on remplace x^ 
par et A par 0?, on déduit 



X . .,., V X* 



(6) f{x) = m + m % + f'\o) — + 



/y»t» /K**"^ 



' ' ^ '^ 1 . a w ' 1 . a . . . . (n + i) ' 

On peut aussi mettre le terme complémentaire sous la 
forme 



a;"^^ 



ï,2 . . . . .n 



(i --e)Y^^»(e^). 



* L'ingénieuse démonstration que nous ayons donnée de la série de Taylor 
est due à M. Todhunter. M. Bouché l'a perfectionnée de manière à obtenir 
à la fois les deux formes du reste. 
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Lorsque le terme complémentaire tend vers zéro quand n 
augmente indéfiniment, la fonction est développée en série 
convergente, suivant les puissances entières et croissantes 
de a?. 

Appliquons cette formule au développement de la fonc- 
tion e"". Toutes les dérivées de cette fonction sont égales à 
la fonction elle-même e" et se réduisent par conséquent 
à Tunité pour a; = o; on a donc 



a? . a?* . j?** 



«' = i+T + — + + 



1 i.a i.a n 



i.a (w + i) 

La série étant convergente, quelle que soit la valeur attri- 
buée à a?, comme nous l'avons remarqué au n** 6i , la frac- 



0?**^* 



tion — ; — - tend vers zéro , quand n augmente 

1,2... (n-f i) ^ ^ 

indéfiniment; d'ailleurs e^^ conserve une valeur finie ^ le 
terme complémentaire tend donc vers zéro, et l'on a le dé- 
veloppement de e' en série convergente pour toutes les va- 
leurs de X positives ou négatives, 



X . 0?* . a?' 



(7) e- = 1 H 1 1 ; + 

^ ' ' 1 ' l.a 1.2.3 



On obtient de la même manière le développement des 
fonctions %mx et co^x en séries convergentes pour toutes 
les valeurs de x 



X X* . 0?' 



sm a? = - — [- 



t i.a.5 i.a.3.4*5 



x^ . x^ 



c()sa?= i — 1- 

i.a i.a.5.4 



t • • • 
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En ajoutant les carrés, on en déduit 



(1) 
et par suite 

(2) 



r=v/a*+>, 



a 
ces a = - , 
r 



sin a c^ - . 
r 



De cette manière, la quantité imaginaire a+^i se met sous 
la forme 

r(cosa-f-t sina). 

Le nombre positif r s'appelle le module^ l'angle a \ argu- 
ment de la quantité imaginaire. Le module r donné par 
Téquation (1) a une valeur parfaitement déterminée. Mais 
l'argument a peut recevoir une infinité de valeurs. L'anglea 
étant donné par son sinus et son cosinus, d'après les équa- 

« 

tions (2), a une valeur et une seule de o à 271:; on peut en- 
suite augmenter ou diminuer cet angle d'un multiple quel- 
conque de 27ï; de sorte que si l'on représente par a^^ la 
première valeur de a, et par h un nombre entier quel- 
conque, positif ou négatif, toutes les valeurs de a seront 
comprises dans la formule a =a^j -|- aftic. 

141. Dans un plan, marquons un point fixe et traçons 

une droite fixe OX passant par 
ce point. On peut figurer la quan- 
tité imaginaire par une longueur 
OA égale à son module r portée 
dans une direction qui fasse avec 
la droite fixe OX un angle égal 
à son arçument a. On compte l'an- 
gle a à partir de OX en tour- 
nant dans un sens convenu, par exemple, de OX vers OY. 
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Cette représentation des quantités imaginaires a une 
grande importance en mathématique. Elle permet de suivre 
la variation de ces grandeurs et constitue un instrument 
puissant pour l'étude des propriétés des fonctions. 

Si Ton fait varier Tangle a de o à 27t, la droite OA tourne 
autour du point 0, à partir de la portion OX, et décrit 
tout le plan. 

Les quantités réelles sont des cas particuliers des quan- 
tités imaginaires. Quand a=:o» la quantité imaginaire 
f(cos a + i sin a) devient une quantité réelle positive r; elle 
est figurée par une longueur égale à r portée sur Taxe OX 
dans le sens OX, Quand a=7c, la quantité imaginaire de- 
vient une quantité réelle négative — r ; elle est figurée par 
une longueur égale à son module r portée sur Taxe fixe, 
dans le sens inverse OX'. 

Quand ot s - , la quantité imaginaire, qui se réduit à ri, 

est figurée par une longueur égale à r, portée sur la penr 

pwidiculaire OY à Taxe OX. Qnand a = — , la quantité 

imaginaire, qui se réduit & — ri, est figurée par une lon- 
gueur égale à r portée sur la perpendiculaire, mais dans le 
sens inverse OY'. 

En général, quand on ajoute it à l'argument, ces a 
et sin a changeant de signe » la quantité imaginaire 
f (cos a •)- 1 sin a) change de signe. Ainsi deux quantités 
imaginaires égales et de signes contraires sont figurées par 
^eux longueurs égales OA et OA' portées en sens inverse 
Tune de l'autre. 

Du point Â abaissons une perpendiculaire AP sur 
VaxeXX, ona 

a = rcûs« = OP, é = rsina=:PA. 
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On voit par là que la partie réelle a de la quantité magi- 
naire OA est égale à sa projection OP sur l'axe fixe OX et 
le coefficient 6 de t à sa projection PA sur l'axe perpendi- 
culaire OY. Écrire la quantité imaginaire sous la forme 
a+ ti revient à remplacer la ligne droite OA par la ligne 
brisée OPA. 

142. On estime la grandeur d^une quantité imaginaire par 
la longueur de la droite OA qui la représente, c'est-à-dire 
par le module de la quantité imaginaire. Lorsque le module 
est petit, on dit que la quantité imaginaire est petite. Lorsque 
le module devient nul, on dit que la quantité imaginaire elle- 
même devient nulle. Puisque le module r est égal à y^a* + 6*, 
pour que le module soit nul, il est nécessaire et il suffit que 
les deux quantités réelles a et 6 soient nulles séparément. 

Deux quantités imaginaires égales sont dites égales, lors- 
qu'elles sont représentées par la même droite OA dans la 
môme direction, c'est-à-dire lorsque leurs modules sont 
égaux et que leurs arguments sont égaux ou diffèrent d'un 
nombre entier de circonférences. Il est clîdr que si deux 
quantités imaginaires a + &i, a' + i'i sont égales, on a se* 
parement a = a\b = 6'. 

Addition. 

1A3. On a étendu aux quantités imaginaires les règles 
ordinaires du calcul algébrique, comme si la lettre i dési- 
gnait une quantité réelle, en convenant de remplacer en- 
suite dans le résultat t* par — i. 

Proposons-nous d'abord d'additionner deux quantités 
imaginaires a + 6t , a' + b'i. On a, en groupant les parties 
réelles et les parties imaginaires, 

(a -f bi) + (a' -f. *ï) = (a + a') -f (* + *>*. 




.CALCUL DES QUANTITÉS IMAGINAIRES. 180 

Si Ton figure les deux quantités imaginaires proposées 

par des grandeurs géométriques 
OA, OA', comme nous T ayons 
expliqué, il est facile de voir que 
l'addition consiste à porter ces 
deux longueurs Tune à la* suite 
de Tautre, chacune dans sa direc- 
tion. A partir du point A, extré- 
mité de la grandeur OA, menons une droite AB égale et 
parallèle à OA', et joignons OB ; la droite OB représentera 
la somme des deux quantités imaginaires. Car la projec- 
tion de la ligne droite OB sur chacun des axes OX et OY 
étant égale à la somme des projections des deux parties de 
la ligne brisée OAB, les deux projections de la ligne OB 
sont égales à a + a' et à 6 +*'. Cette droite figure donc la 
quantité imaginaire 

(a + a') + (* + b')t. 

Nous remarquons que dans le triangle OAB la longueur 
du côté OB est plus petite que la somme des deux autres 
côtés OA et AB, et plus grande que leur différence. Il en 
résulte que le module de la somme de deux quantités imagi- 
naires est plus petit que la somme des modules de ces deux 
quantités et plus grand que leur différence. 
Ce que nous venons de dire s'étend à l'addition d'un 

nombre quelconque de quantités ima- 
ginaires. Soit à additionner trois quan- 
tités imaginaires figurées par les gran- 
deurs géométriques OA, OA', OA"; à 
partir du point A menons une droite AB 
égale et parallèle à OA', et, à partir du 
pomt B, une droite BC égale et parallèle à OA"; la 
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droite OB étant la sommé des deux premières quantités, 
la droite OC sera la somme des deux quantités OB et OA", 
et par conséquent la somme des trois quantités proposées. 
La droite OC étant moindre que la ligne brisée OABC, il 
est évident que le module de la somme de plusieurs quantités 
imaginaires est plus petit que la somme des modules de m 
quantités. 

Somtrattian. 

mil. La soustraction n'offre aucune difficulté. D^une 
quantité imaginaire a + bi retrancher une qoantké imagl- 
nsÂre a' + b'i, c'est trouter une troieiànie quantité ima^ 
naire qui, ajoutée à la seconde, reproduise la {««niièie. 
La différence cberchée est * 

(a — a') + (6-6')i. 

Soient OA et OA' les deux grandeurs géométriques qui 

figurent les quantités géométriques 
proposées. A la droite OA ajoulous 
une droite AB égale et parallèle à OA', 
mais de sens contraire ; la droite OB 

figurera la différence cherchée ^ car si à cette quantité OB 

on ajoute OA' ou BA, on reproduit OA. 

Multiplication. 

1A5. En effectuant le produit de deux quantités imagi- 
naires a + bi, a' + 6'f, d'après la règle ordinaire delà 
mulUplication des polynômes, on a 

(a + bi) [a' + b'i) = aa' + bb'P + [ab' + ba')v, 




CALCUL DES QUANTITÉS IMAGINAIRES. 191 

si Ton remplace ensuite i* par — i, il vient 

(a + bi) [d -h Vi) == [ad — bb') + [aV + bd]i. 

Le produit est une quantité imaginaire de la même forme 
que les quantités proposées. Si Ton a à effectuer le produit 
d*un nombre quelconque de facteurs imaginaires, on cal- 
culera le produit des deux premiers facteurs, comme nous 
tenons de l'indiquer •, on multipliera ce produit par le 
troisième facteur, et ainsi de suite; le produit fmal sera de 
la ttïême forme. 
Supposons les deux focteurs mis sous la forme 

r(cos a -}- 2 sin a), r'{cos d -}- i sin a'); 

le produit sera 

rV'tfcosQtcosa'— ' sinasinat') +t(8inaoo6«'+^î<>*>^in^)î> 
ou plus simplement 

rr'[cos (a + a) -|- i sin (ot 4* «')]• 

On voit que le produit de deux quantités imaginaires est 
une quantité imaginaire qui a pour module le produit des 
modules et pour argument la somme des arguments. 

La même règle s'étend à un nombre quelconque de fac- 
teurs, et U eist clair que le produit ne change pas quand 
on change Tordre des facteurs. 
Il est facile de donner à cette opérafion un sens géo- 
métrique. Pour multiplier la gran- 
deur géométrique OA par la grandeur 
géométrique OA', il faut d'abord mul- 
tiplier la longueur OA par le nombre 
abstrait qui mesure la longueur OA', 
puis faire tourner la droite OC ainsi 
obtenue d'un angle COB égal à l'angle XOA'. On voit en 
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effet que la grandeur géométrique OB a son module égal 
au produit des modules et son argument égal à la somme 
des arguments. 
Si Ton applique cette règle au produit txt, on remarque 

que la quantité imaginaire îest 
figurée par une longueur OÂ 

égale à l'unité portée sur la 

^' * ^ * perpendiculaire à Taxe fixeX'X; 

il faut multiplier cette longueur par l'unité, puis la fadre 
tourner d'un angle droit autour du point O, ce qui donne 
une longueur OB portée sur OX' ; ce résultat est égal à— i. 
Ceci est bien d'accord avec la convention fondamentale 
î* = — 1. 

Deux quantités imaginaires a+bh a — &t, qui ne diffè- 
rent que par le signe de i, sont dites conjuguées. On a 

(a + W)(a— éOssa^ + ô». 

Le produit de ces quantités est réel. 

Il est évident que le produit de plusieurs facteurs réels 
et positifs ne peut devenir nul que si l'un des facteurs au 
moins devient nul. La même propriété a lieu quand les fac- 
teurs sont imaginaires; car le module du produit étant égal 
au produit des modules des facteurs, pour que ce modale 
devienne nul, il^est nécessaire et il suffit que le module de 
l'un des facteurs devienne nul. 

Division. 

Ii6. Diviser une quantité imaginaire a+bi par une 
quantité imaginaire a' + b'i^ c'est chercher une quantité 
imaginaire x + yi qui, multipliée par le diviseur, repro- 
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attise le dividende. Ou doit donc avoir 
ou, en eflfectuant le produit , 

a -|- it = (a!x — b'y) + (b'x + û'y)t , 

et par suite, en égalant séparément les parties réelles et 
les parties imaginaires, 

a'x '—l/y=:ay 
b'x + a' y = 6. 

On déduit de là 

_ aa! + bb' _ ba' — aV 



On a ainsi 



a^bi oâ' + 66' bo! — aV , 



û' + 6't a» + 6'* ' a'* + 6'« 

147. On ne change pas la valeur d'une fraction -g formée 

de quantités imaginaires A et B, quand on multiplie ses 
deux termes par une même quantité imaginaire C; car en 
désignant par Q le quotient que nous venons de trouver, 
on a 

A = BxQ; 

si Ton multiplie par C ces deux quantités égales, il vient 

AG = BXÛXG=BGXQ, 
d'où 

BC ^~B* 
Il en résulte une manière commode d'effectuer le calcul 

13 
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du quotient de deux quantités imaginaii^es; car si Ton 
multiplie les deux termes de la fraction 

par la quantité a' — Vi conjuguée du dénominateur, on a 

a + bi _ (aJ^bi){a'—Vi) 
o'+6ï~ ci^ + U\ ' 

le dénominateur devient réel et la question est ramenée à 
une multiplication ; on retrouve ainsi le résultat obtenu 
précédemment 

a^hi ^ {ao!+bb') + {b(j(—aV)i 
a' + ôï"" a'» + 6'* 

Quand on met les deux quantités imaginaires sous la 
forme r (cos a -(- • sin a) , r'(cos o! + i sin a'), on peut écrire 
immédiatement le quotient de ces deux quanti lés 

V 

-r [cos (a — a') -f « sin (a — a')]; 
r 

car, en multipliant ce quotient par le diviseur, on retrouve 
le dividende. Ainsi, le quotient a pour module le quotient 
des modules et pour argument la différence des arguments. 

Puissances. 

148. Commençons par former les puissances successives 
de î. On a d'abord- i^ == — i. La troisième puissance i' 
étant égale à la deuxième i' multipliée par t, il vient 

2^ = î* X 2 = ^ — 1 X « = t» 

La quatrième étant égale à la troisième multipliée par i, 
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on k&e 0ièBie 

t* = t»Xî = — eXî = — t"* = — (—!) = +1, 
et ain^i de suite 



19S 



•6 



••♦ 






1« 



On obtient de la sorte la série des puissances 






La (jpiatrième puissance i* étant égale à t^, il est clair que 
les mêmes résultats se reproduisent périodiquement de 
quatre en quatre, et Ton a en général 



V4m 



,-4m+l -_- j ,-4m+« -- 



t*«-^8 = -.t. 



Te 



T 



Les puissances paires sont réelles, les puissances impaires 
imaginaires. 
Ces résultats sont évidents géométriquement. Les Ion- 

giieurs OA et OB, égales à Tunité, 
pwtées sur OX &L OY, reiwfésen*- 
tent la premtère + 1 > 1^ seconde i. 
Multiplier une gra^dieur gécmé*- 
"^ ^ trique par t, c'est la faire tour- 
ner d'ui;i angle droit autour ^un 
l^nt 0, £n multipliant ain^ plu- 
sieurs fois succes^vement 1a gran*- 
deurs OA par i, on obtient les quatre grandeurs OB, OC, 
OD, OA, ou t, — I , — /, + 1 , qui se reproduisent périodique- 
ment, ' 



149. Si, d'après la convention générale sur le calcul des 
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quaniités imagioaires, on applique la formule du biDdme 
(d* 84) au développement de (a + ftt)**, on a 

En remplaçant les puissances successives de i par les va- 
leurs trouvées précédemment, il vient 

(a + ét'r = a- + ^ àr-'bi - ^^^~'^) a- V 

1 1.3 

m(m— i)(m — a) ^,.,. , 
i.a.9 

les termes sont alternativement réels et imaginaires. Réu- 
nissons enfin les termes réels et les termes imaginaires, 
nous aurons 

^ * ' L i^a i a.3.4 J 

Dans chaque parenthèse les termes sont alternativement 
positifs et négatifs. Si Ton désigne par A et B les valeurs 
de ces deux parenthèses, on voit que le développement de 
(a + (i)*" est une quantité imaginaire de la forme ordinaire 
A + Bi. 

Il est clair que le développement de (a — uy ne di%*e 
de celui de (a + ^0** qu'en ce que le signe de t est changé. 
Nous avons trouvé 

(a+W)- = A-f Bt; 

on aura donc 

(û -^ *i)« == A — Bî. 
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Applications. 

i"(i-|.t')»=i4-5t— io--iot + 5 + i= — 4— 41. 

T (i — 0»=— 4 + 41. 

ar (5+2i)« = 5« + 6.5«.ai — 15.3*.2* — ao.3».a«i+ i5.5V 

+ 6.3.a»i — a«= — ao35 — 828t. 
4' (3 — at)« = — ao35 + 8a8i. 

Lorsque la quantité a -|r M est mise sous la forme 
r(cosa-J-isina), on peut écrire immédiatement 

(a -j- 61)*" = r*"(cos ma -f- 1* sin ma); 

car la puissance m' d*une quantité est le produit de m fac- 
teurs égaux à cette quantité, et l'on sait que le module du 
produit est le produit des modules des facteurs et son ar- 
gument la somme des arguments. 
Supposons que dans un polynôme entier 

à coefficients réels ou imaginaires, on donne à la variable x 
une valeur imaginaire a+6t. Une puissance (a + 6t)"', 
comme nous l'avons expliqué, prenant une valeur de la 
forme A + Bt, un terme quelconque du polynôme, qui est 
le produit d'une puissailce de x par un coefficient réeLou 
imaginaire, prend une valeur de la même forme. En réunis- 
sant les parties réelles fournies par les différents termes 
du polynôme, ainsi que les parties imaginaires, on ob- 
tiendra finalement un résultat de la forme A + Bû 

Racines. 

150. Proposons-nous d'abord d'extraire la racine carrée 
de la quantité a+bi; il s'agit de trouver une quantité de la 
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forme a^+yt qui, élevée au carré, reproduise la quantité 
proposée. On doit donc avoir 

pu, en développant le carré, 

(x* — y*) + 7xyi=^a + ** » 

• ■ 

et par suite 

On remplacera le système de ces deuz équations par le sys- 
tème équivalent 

2X 4 

Les inconnues a; et y devant avoir des valeurs réelles» on eu 
déduit 



.=±y^±^, 



y===: 



\/'-±^ 



^ V — i — • 



On a ainsi 



v«+« = ± (i/^"'+;'+' + ,■ J^B^ 



On a, par exemple, 

151. Pioposws «nous maintenant d'extrairtl*faoîneif^ 
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dea-j-*^ c'est-à-dire de trouver une quantité imaginaire 
de la même formé, qui, élevée à la puissance m, reproduise 
la quantité proposée. Posons 

a + W= R(cosa -j- 1 sin a), 

et représientons l'inconnue par f(cos(i>4-tsinax), on doit 
avoir 

f^(c06 mo* + isin mw) = R(cos et -f «sin a). 

Pour que ces deux quantités imaginaires soient égales, il 
est nécessaire que leurs modules soient égaux et que leurs 
arguments soient égaux ou diffèrent d'un multiple quel- 
conque de 27C. On aura donc 

d'où 

^^ a + aiir 

rzzrR"», a)=— ^ , 

m 

et les diverses valeurs de l'inconnue sont données par la 
formule 

R**|cos — ■ htsm — ■ ), 

\ m m J 

dans laquelle la lettre k désigne un nombre entier quel- 
conque, positif ou négatif. 

152. Il est aisé de voir, d'après cette formule , que l'in- 
connue admet m racines distinctes. En effet, si l'on donne à 
k les m valeurs consécutives 

05 1, 2^ 3, m — 1, 

on obtient m valeurs qui ont même module R"* et pour ar- 
gument les arcs 
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a a , ait « , ait a •, . aie 

-, -H ,- + a^, -4-5—, 

m m m m mm m 



- + (m— I — .. 
m m 



Comme ces arguments sont plus petits que an et qu'ils dif- 
fèrent entre eux, les m quantités qui leur correspondent 
sont distinctes. Si Ton donnait à k les valeurs m, m -f- 1 » 

m + 2 » en négligeant un multiple de aie, on retrouverait 

les arguments déjà obtenus et les mêmes racines se repro- 
duiraient dans le même ordre. Si Ton donnidt à k les valeurs 

négatives — i, — a,— 5 , on retrouverait encore les 

mêmes racines, mais dans un ordre inverse. Ainsi, la ra- 
cine m' d'une quantité donnée admet m valeurs distinctes 
et n'en admet que m. 

Du point O comme centre avec un rayon ^al à R"", dé- 
crivons un cercle; prenons l'an- 
gle XOA^ égal à — et, à partir 

du point A^, divisons la circon- 
férence en m parties égales ; les 
m valeurs de la racine seront 

figurées par les Hayons OA^, OAj, OA, , qui vont du 

centre aux différents points ou divisions de la circonférence. 
Ces m quantités forment une étoile régulière à m rayons. 

L'extraction de la racine revient à la résolution de l'équa- 
tion binôme 0?"* = A. Nous étudierons avec plus de détails 
en trigonométrie les propriétés des racines de cette équa- 
tion. 




A."- -'^4 
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CHAPITRE IL 

PROPRIÉTiS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

Êiiide des fonctions entières. 

153. Lemme L Quand un polynôme entier en x ne eon- 
tient pas de terme constant^ on peut donner à x une valeur 
assez petite pour le polynôme ait une valeur plus petite 
que toute quantité donnée. 

Soit 

ax -{- bx^ + ex* -^ . . • . -f- ^^^ 

un polynôme entier en â? , à coefficients réels , ne renfer- 
mant pas de terme constant , et ordonné suivant les puis- 
sances croissantes de x. Je dis qu'on peut donner à x une 
valeur réelle assez petite, abstraction faite du signe, pour 
que la valeur absolue y du polynôme soit plus petite qu'une 
quantité donnée a, si petite qu'elle soit. En effet, si Ton 
désigne par M le plus grand coefficient en valeur absolue 
du polynôme, on a évidemment 

y <M(a? + x' + a?'+ ), 

puisqu'on remplace tous les coefficients par le plus grand 
d'entre eux et qu'on a pris tous les termes positivement ; 
on peut aussi prolonger la série à l'infini, en supposant x 
inférieure à l'unité, afin de rendre la série convergente. 
Fusons la somme des termes, il vient 

y< • 

1 — ar 
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La question sera satisfaite si l'on rend le second membre 
plus petit que a ; posons donc 



1 — X 

d'où 



X 



M + a* 



Ainsi, pour toutes les valeurs de x comprises entre — 



M+a 

et + ^ t le polynôme aura une valeur comprise entre 

— a et + *• 
Par exemple, la valeur du polynôme 

sera comprise entre — o,i et +<>»' quand la variables 

sera comprise entre et H , ou plus simplement 

entre — o,oi et -|- o,oi. 

15&. Lemme il Quand un polynôme entier à coeflicients 
réels est ordonné par rapport aux puissances croissantes 
dex^ on peut donner à la variable une valeur réelle assez 
petite pour que le premier terme soit plus grand que la somme 
de tous les autres^ et par conséquent donne son signe au 
polynôme. 

Soit 

le polynôme proposé; je le mets sous la forme 
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Nous veûona de démontrer que ïxm petit draner à x une 
valeur asses petite Qurnériquemeiit pour qae la valeur ab« 
solue du polynôme 

éo? -(- car* + 

soit inférieure à celle de a. Pour ces valeurs de a: , le pre- 
mier terme du polynôme proposé sera plus grand que la 
somme de tous les autres et donnera son signe au poly- 
nôme. 
Par exemple, le premier terme du polynôme 

sera plus grand que la somme de tous les autres pour les 

2 2 

valeurs de a? comprises entre et H . 

155. Lemme III. Quand un polynôme entier à coefficients 
réels est ordonné par rapport aux puissances décroissantes 
de X, on peut donner à x une valeur réelle assez grande pour 
que le premier terme soit plus grand que la somme de touÈ 
Us autres i et^ par conséquent^ donne son signe au poly- 
nôme. 

Soit le polynôme 

Mettant x* en facteur, je l'écris sous la forme 

.v=x-(a+i+ij+ y 

Le polynôme entre parenthèse est ordonné par rapport aux 
piiissantes croissantes de la variable - ; en vertu du lemme 

X 

précédent , on peut prendre - assez petit , c'est-à-dire x 



L 
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assez grand en valeur absolue, pour que le premier terme 
soit plus grand que la somme de tous 1^ autres, et , par 
conséquent, donne son signe au polynôme. 
Par exemple, le premier terme du polynôme 

surpassera la somme de tous les autres pour toutes les va- 
leurs de ~ plus petites que = ^ , et par conséquent 

pour toutes les valeurs de x plus grandes que 5 , en valeur 
absolue. 

156. Thorème I. Une fonction entière varie d'une ma- 
nière continue. 

Désignons par^(a?) un polynôme entier à coefficients 
réels et supposons que l'on n'attribue à la variable x 
que des valeurs réelles. Si l'on donne à la variable x 
un accroisseipent ft, la fonction éprouve l'accroissement 
(n'97). 



Le second membre étant un polynôme entier en h qui ne 
renferme pas de terme constant, on peut donner à h une 
valeur numérique assez petite pour que ce polynôme ait 
une valeur absolue plus petite que toute quantité donnée. 
Ainsi , à un accroissement infiniment petit de la variable 
correspond un accroissement infiniment petit de la fonc- 
tion, et, par conséquent, lorsque la variable x varie d'une 
manière continue, la fonction varie aussi d'une manière 
continue. 

157. Remarque. Il est aisé de voir que si la variable x 
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augmente indéfiDiment ea valear absolue, la fonction aug- 
Biente aussi ind^aiment. En effet, mettons le polynôme 

f{x) = or*" -f- id?*^* -|- cx*^^ + 

SOUS la forme 

f(x)^x-(a + ^^ + ^+ ). 

Quand x est très-grand ou - trës-petit , la valeur de la 

parenthèse diffère très-peu de la quantité fixe a ; le premier 
facteur x"^ augmente indéfiniment ; donc le produit devient 
I^us grand que toute quantité donnée. 

Supposons , pour fixer les idées, le premier coefficient 
positif ; lorsque x tend vers + c», le polynôme tend aussi 
vers + oc ; lorsque x tend vers — oo, le polynôme tend 
vers — oo s'il est de degré impair, et vers + oo s'il est de 
degré pair. Ainsi, lorsque x croît de — ^o à -j. oo , la fonc- 
tion varie de — c» à -f ^f si »» est impair; si m est pair, 
elle part de -j- oo pour revenir à + q». Dans l'intervalle , 
elle peut éprouver des alternatives de croissance et de dé- 
croissance. 

Le signe de la dérivée /'(a;) indique si la fonction crott ou 
décroît ; cette dérivée , étant un polynôme entier en x 
conserve toujours le signe de son premier terme au delà 
d'une certaine limite , à partir de laquelle la fonction n'é- 
prouvera plus aucune alternative d'augmentation et de di- 
minution. En supposant comme précédemment le premier 
coefficient positif, la dérivée restera constamment positive 
et la fonction ira en augmentant indéfiniment, à partir 
d'une certaine valeur de x. 

168. TflÉOKÈME II. Lorsque deux nombres réels subsli-- 
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ini9 dam tm polyntme entUtr à côeffleimU fiék donnmU dm 
résmilkUs de sigms cemirairu 9 le pol^nAme a au moins une 
racine réelle comprise entre ces deux nombres* 

Ceci résulte de la continuité de la fonction. Soit x^ plus 
petit que x^^ et supposons, par exemple, que le poly- 
nôme f{x) ait une valeur négative pour x = a?o, une valeur 
positive x=s x^. Si l'on Imagine que x croisse d'une ma- 
nière continue de x^^hx^y la fonction variera d'une manière 
ôentinue, allant d'une valeur négative à une valeur positive; 
comme elle reste finie, elle devra nécessairement d;^s Tin^ 
tervalle j^assc^r par la valeur intermédiaire zéro. Ainsi, la 
fonction f(x) s'annule pour jme valeur de,ip compriep ^et çf^ 
cette valeyr de ;p est racine de l'équaliop f{x)^^ 

Il est possit)le que la fonction passe plusieurs tw^ par 
zéro dans l'intervalle de x^h. x^\ dana ce cas, l'équati/i^ 
admet plusieurs racines réelles çptre x^ et x^. 

Toute fonction finie et continue jouit évidemment de la 
même propriété. 

« 

159. Théorème III. Une équation algébrique de degré 
impair à coefficients réels a au moins une racine réelU. 

On appelle équation algébrique l'équation que l'on ob- 
tient en égalant à zéro une fonction entière f{x) • On peut 
toujours supposer le premier coefficient positif; s'il était 
négatif, on changerait tous les signes. Si l'on donne à x 
une valeur négative très-grande en valeur absolue, le poly- 
nôme prend une valeur de même signe que celle de son 
premier terme, c'est-à-dire une valeur négative, puisque 
ce dernier terme est de degré impair. Au contraire, si Ton 
donne à x une valeur positive très-grande , le polynôme 
prend une valeur positive. Ainsi , quand x varie de — c» 
à + «^ , le polynôme f{œ) change de signe et s'annule au 
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moins une fois ; donc Téquation f{x) = o a au moins une 
racine réelle. 

Cette racine réelle à un signe contraire à celui du der- 
nier te^me^^e l'^qi^atipu^ Supposons d'abord que le dernier 
terme, c'est-à-dire le terme indépendant de x^ soit négatif; 
pour aï = Q, le polynônoe, se réduisant à son dernier terme, 
a m^e valeur négative ; pour une valeur très-grande posi- 
tive, il ajg^e valeur» po^tive ; donc le polynôme change de 
signe qusoid œ varie de o à + o^ et , par conséquent., Té- 
qqatipn admeit une racine pqçitivp. Supposons maintenant 
çie le dernier terme soit positif; pour j? ;= — oo, le poly- 
nôme est négatif, pour x = o, il est positif; il change donc 
de signe quand œ varie de — q» à o et, par conséquent, 
l'équation admet une racine négative. 

On peut affirmer, par exemple, que l'équation 

a?' — ^* 4* 4^ — 7 = ^ 
a au moiirs ime racine réelle positiVie, et que Téquation 

a au moins une raduoe réelle négative. 

160. Théobème IV. Une équation algébrique de degré 
patr, à coefficients réels t dont le dernier terme est négatifs a 
au moins deux ra^cines réelles. 

Pour 0?= 0, le polynôme, se réduisant à son dernier 
terme, a une valeur négative. D'ailleurs , une valeur de x 
très-grande, soit positive, soit négative, rend le polynôme 
positif, puisque son premier terme, qui est de degré pair, 
reste toujours positif. Ainsi le polynôme change deux fois 
de signe , une fois de o à -f- <=» , une seconde foiiS de o à 
— o^; donc, l'équation admet au moins deux racines 
réelles, Tune positive, l'autre négative. 
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Par exemple, Téquatioû 

admet au moins deux racines réelles, Tune positive, Tautre 
négative. 

Il est un cas où Ton ne sait pas si Téquation admet des 
racines réelles : c'est celui où l'équation, étant de degré 
pair, a son dernier terme positif; car, dans ce cas , le po- 
lynôme a des valeurs positives pour x = o et pour des va- 
leurs de X très-grandes, positives ou négatives. Ainsi, en 
ne sait pas si l'équation 

admet des racioes réelles. 

161. Théorèmb V. Si a e$t racine Sunt équation algi- 
brique^ le premier membre est diiAsible par x — a. 

Soit 'f{x) un polynôme entier du degré m, à coefficients 
quelconques, réels ou imaginaires, et ordonné par rapport 
aux puissances décroissantes de x; on peut diviser ce poly- 
nôme par X — a et pousser l'opération jusqu'à ce qu'on 
arrive à un reste indépendant de x. Si l'on appelle f{x) le 
quotient qui est un polynôme entier du m — l' degré, et R 
le reste constant , on aura 

f[x) = (a? — û) <p(x) -f- R. 

Cette égalité est vraie, quelle que soit la valeur de x. Don- 
nons à ^ la valeur particulière a , le premier terme du se- 
cond membre s'évanouit, puisque le facteur x — a devient 
nul et que l'autre facteur f(a) conserve une valeur finie; 
il vient donc 

fia) = R. 
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Ainsi, quand on divise un polyn6me entier par un binôme de 
la forme x — a, /a reste de la division est le résultat que Von 
obtient en remplaçant x par a dans ce polynôme. 

Supposons maintenant que a soit racine du polynôme 
f(x); cela signifie que, si Ton remplace x par a dans le 
polynôme, on obtient un résultat f{a) égal à zéro. Donc 
le reste R est nul, et Ton a 

Ainsi, lorsqw a est racine d'un polynôme entier ^ ce poîj/- 
nôme est divisible par x — a. 

Réciproquement , si un polynôme est divisible par un 
binôme de la forme x — a , {a quantité a est racine du 
polynôme. En effet , dire que le polynôme f{x) est divisible 
par « — a , c'est dire que le reste constant R auquel on 
arrive en effectuant la division est nul ; donc la quantité f{a) 
est égale à zéro et a est racine. 

162. Nous indiquerons maintenant une règle très-simple 
pour calculer le quotient. 
Soit 

fi^X) =:: A^X -|-A|a? -j- Ajâ? - •!•...+ A„^_jX -|- An, 

le polynôme proposé. 
Divisons ce polynôme par a? -— a, 



Aoa;*»+ Aïo;*-* + Aja?«-'+ Ajo;^*. . . + Aw-iX-H Am 

{f^a+^^)ai^^+A^'■*+^^'^^ +A« 

(Bia+Ajjar^'+Aja?^-' +A« 

« 

(B,a+A8)a?«-* +Am 



x—a 



Aoa?»»-*+Bjia?«-«+B,ir*-*. .. +B»,-, 



fteste Bm-ia+A«» 
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Le premier termQ du quotient est A^œ"^^ ; multiplions ce 
terme par le diviseur x — a, et retranchons du dividende; 
le produit par x détruit le premier terme du dividende, le 
produit par — a donne la quantité A^oas*^* qui s'ajoute 
au second terme ; ainsi le premier reste ou secoiMl divi- 
dende a pour premier terme (A^a + Aj)«**"S les termes 
suivants étant les mêmes que dans le dividende proposé* 
Si Ton divise, ce premier terme par x , on aura le second 
terme B^x"^* du quotient, en représentant pour abréger 
A^a + Aj par B^; multiplions ce second terme par a? — a, le 
produit par x détruit le premier terme du second dividende^ 
le produit par — a donne la quantité B^oa?"*"' qui s'ajonte 
au second terme ; ainsi le troisième dividende a pour pre* 
mier terme (B^a -J- A,)x*^'t Içs termes suivants reitantles 
mêmes que dans le dividende proposé. Si Ton divise ce pre* 
mier terme par x, on aura le troisième terme B^""'' du 
quotient, en représentant B^a*|-A^ par B, , et sûosà cte suite* 

Cette loi est générale : on obtient un coefficient quel- 
conque du quotient en fnuUipliani le coefficient précédent par a 
et ajoutant le coefficient du terme qui demi le polyn^^e pro^ 
posé occupe le même rang que le terme cherché du quotient. 

On arrivera ainsi au dernier dividende 

qui donnera le dernier terme B^_, du quotient, B,^ re- 
présentant la quantité B^_,a + A^^^ ; en multipliant ce 
dernier terme par x — a et retranchant du dernier divi- 
dende, on aura le reste de la division B^_^a + A^. On voit 
pai là que le reste de la division se forme au moyen du der- 
nier terme du quotient suivant la même loi, en multipliant 
le dernier terme du quotient par a et ajoutant le dernier 
terme du dividende. 
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Les coefficients du quotient, foi-més d'après cette loi, ont 
pour valeurs 

B, =Aoa* + Aia + A,, 



^n^i = Aoa~-* + A^a"*-* + + A«.,j, 

et le reste de la division 

R = B«.,a + A«, = A,a^ + A,a-* + + A^. 

Eccemplei. 
!• Diviser par x — 3 le polynôme 

L'application de la règle précédente donne le quotient 

23?* — 2X^ -f* ^* '^ ^^ ■• 4» 

Après avoir écrit le premier coefficient s, on dira : s mul- 
tiplié par 3..... 6 et «- 8 — 2 ; — » multiplié pw 

3 — 6 et + 7....>. + I ; -|- 1 multiplié par 3...,. -f 3 

6t-^.<.r.— >; — *3 multiplié par 3 —9 et + 5..,..-^4' 

Si l'on multiplie le dernier terme du quotient par 3 et que 
Ton ajoute le dernier terme 12 du dividende, on trouve le 
reste ; donc 3 est racine du polynôme. 
2* Diviser par a? + 2 le polynôme 

2J?* -{-X^ — I OX^ — 2^+5. 

En opérant de la même manière, on trouve le quotient 

aj?' — S;»* — 4^ + 6. 
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Ici a = .— 2, on dira donc : 2 multiplié par — « — 4 

et + 1 — 3; — 3 multiplié par — 2 -ffi^t — ^o 

— 4; — 4 niultiplié par — 2 + 8et — 2 + 6* En 

multipliant le dernier terme du quotient par — s et ajou- 
tant + 5, on obtient le reste -î- 7 de la division. Donc — 1 
n'est pas racine. 

3** Diviser par x — 2 le polynôme 

a^ — i3a?* + 7^* + ^^^ + 2^ — ^* 

Le polynôme n'est pas complet; il ne contient pas de 
termes en a?', en x^ et en x^\ on imaginera le polynôme 
complété au moyen de coefficients nuls et écrit sous la 
forme 

puis on appliquera la règle ordinaire. Le quotient est 

et le reste nul. Donc 2 est racine. 

163. Théorème VL Tout polynôme entier du degré m 
peut Ure décomposé en un produit de m facteurs du premier 
degré. 

On démontre qu'un polynôme entier du degré w a m ra- 
cines ; nous admettrons pour le moment ce théorème fon- 
damental, renvoyant la démonstration à la fin du volume. 

Désignons par f[x) un polynôme entier du degré m, et 
appelons a une racine réelle ou imaginaire ; le polynôme 
f{x) est divisible par a?- a; en appelant X^ le quotient, 
qui est un polynôme entieî'^u degré m—i , on a 

f(x) = (x-a)X,. 
Appelons de même 6 une racine du polynôme X, ; ce poly- 
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t 

nôme sera divisible par x — 6, et l'on aura 

le quotient X, étant un polynôme entier du degré m — a. 
Appelons c une racine du polynôme X, ; ce polynôme sera 
divisible par x — c, et l'on aura 

. Xj = (a? — <?) X3 , 

le quotient Xj étant un polynôme du degré m— 3. En con- 
tinuant de la même manière, on arrivera à un polynôme 
X«-i du premier degré, qui admet une racine fc, et s'écrit 

X|ii_i ^ A(j? — Ak) j 

le dernier quotient A étant indépendant de x. Si l'on mul- 
tiplie entre elles toutes ces égalités, les polynômes inter- 
médiaires disparaissent, et l'on a 

f(x) = A(j? — û)(ar — 6)(a? — c) (a? — A). 

Ainsi tout polynôme entier du degré m peut être décom- 
posé en un produit de m facteurs du premier degré. 

Le facteur constant A est égal au premier coefficient du 
polynôme, parce que si l'on fait la multiplication, le pre- 
mier terme du produit est Aa?*". 

16â. Théorème ^VII. Un polynôme entier ne peut être dé- 
composé qu'en u/n seul système de facteurs du premier degré. 

Eu efiet, supposons qu'un autre mode de décomposition 
ait donné 

» 

• f[x) == k\x — d)[x - b'){x — c') (a?— k). 

Nous remarquons d'abord que les deux coefficients A et A' 
sont égaux, comme étant tous deux égaux au premier coeffi- 
cient du polynôme. Les deux produits sont ég^x pour 
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toutes les valeurs de x ; donnons à a? la valeur particufière 
a; le premier produit contenant le facteur x — a, s'annule; 
le second, qui est égal au premier, doit s'annuler aussi-, 
pour cela il est nécessaire que l'un des facteurs s'annule, 
c'est-à-dire que la quantité a soit égale à l'une des quan- 
tités a\ b\ ; supposons a = a!; il en résulte que les 

deux produits contiennent tous deux le même facteur a?— a. 
Si l'on divise ces deux produits égaux par x — a, on aura 
deux quotients 

{a? — 6)(a? — c) (x — A) = (a? — 6')(« — O {x-kf) 

égaux pour toutes les valeurs de x. En donnant à a;, la 
valeur particulière 6, on démontrera de même que le fac- 
teurs? — b du premier membre se trouve dans le second. On 
divisera par ce facteur commun et l'on continuera delà même 
manière jusqu'au dernier facteur. Ainsi les deux produits 
égaux sont composés identiquement des mêmes facteurs. 

165. Remabqce L Nous avons démontré qu'un poly- 
nôme du degré m peut être décomposé en un produit de m 
facteurs du premier degré 

/ [x) = k{x — a) (a? — b) [x — c) (x — A). 

Si l'on remplace x par l'une quelconque des m quantités 
a, b, c, é,,.éihf l'un des facteurs du second membre s'an- 
nule ; les autres facteurs conservant des valeurs finies, le 
produit s'annule aussi. Les m quantités a, 6, c, •••••i ik sont 
donc les m racines de l'équation f{x) = o. 
L'équation n'admet pas d'autres racines que celles-là; 

cdA' toute valeur de a?, autre que a, b^ c, k^ n'annulera 

aucun des facteurs, et, par conséquent, n'annulera pas le 
prodait/'(aj). 
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i06* REHAftQi» IL Nous pouvons mamtenaut préoiser 
darantage le aens du théorème démontré au n"" 158. Nous 
avoBs dit que, lorsque deux nombres réels, que nous ap* 
pelleronso^o et x^, mis à la place de x dans un polynôme 
f{x) à coefficients réels, donnent des résultats de signes 
contraires, ces deux nombres comprennent au moins une 
racine réelle du polynôme. Nous pouvons ajouter que, 
si ces deux nombres comprennent plus d'une racine, 
ils en coaipreiineDt un nombre impair, et que, en outre, 
lorsque les deux nombres x^ et x^ donnent des résultats de 
même signe, ils ne comprennent aucune racine, ou ei) 
comprennent un nombre pair. 

Désignons par a, 6, , e les diverses racines comprises 

entre x^ et x^ , et écrivons le polynôme f{x) sous la forme 

f[x) = (x — a){x — b) [x — e) cp(x) , 

<f{x) représentant le produit des facteurs qui correspon- 
dent aux autres racines. En remplaçant x successivement 
par x^ et 0;^ , on a 

f{x^) = {x^-'a)(x, — b) (a?o — e)?W^ 

f(x^) = {x, — a){x,'^b) (a?i — e)«p(â?J. 

Nous remarquerons d'abord que f (o^J et <f{x^) sont des 
quantités de mèmid signe ; autrement, les deux nombret 
x^eix^ comprendraient encore une autre racine, ce qui 
est contraire & T hypothèse. Supposons x^ plus petit que x^i 
le nombre x^ étant plus grand que les racines a, 6, «.«.., e, 
chacun des facteurs a?, — a^ x^ — 6, ...... oî^ — e, est posi- 
tif; donc f{x^) a le signe de <f{x^). Le nombrç x^ étant 

pins petit que les racines a, 6, , e, chacun des facteurs 

^é~^» ^-^*, ---M Xf^-^€te&tnés^\iî. Si le n(»tee de 
oas faolMfft «et pair, ^a;^) aura te mtote signe q^^ff{x^)f 
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et, par conséquent, que f{x^) ; si le nombre des fact^irs 
est impair, f{x^) aura un signe contraire à celui de <f(x^), 
et par conséquent contraire à celui de f{x^). Ainsi les deux 
résultats f{x^) et f{x^) ont le même signe ou des signes 
contraires, selon que le nombre des racines réelles com- 
prises entre x^ et x^ est pair ou impair. 

Des considérations géométriques très-simples font bien 
comprendre cette proposition. Imaginons que l'on repré- 
sente par une courbe la fonction f{x)^ comme nous TayoDS 
expliqué au n*" 93, en portant sur un axe horizontal OX, à 
partir d'un point fixe O les valeurs de x, et élevant des 
perpendiculaires ou ordonnées égales aux valeurs corres* 




pondantes de la fonction, dans un sens ou dans l'autre, 
suivant le signe. Les racines réelles de l'équation f{x) =o 
correspondent aux points où l'ordonnée devient nulle, 
c'est-à-dire où la courbe coupe l'axe OX. Si la courbe 
coupe l'axe au point M, la longueur OM est une racine de 
l'équation. 

Supposons que deux valeurs OA et OC de la variable x 
donnent au polynôme des valeurs de signes contraires— AB 
et -fCD; pour aller du point B au point D, k courbe devra 
nécessairement couper l'axe OX en un certain point M, et 
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TéquatioD admettra une racine OM comprise entre OA et 
OC. Mais la courbe peut couper l'axe en plusieurs points, 
comme le montre la ligne ponctuée; dans ce cas elle le 
coupe en un nombre impair de points P, M, Q. 

Supposons maintenant que les deux valeurs OA et OC 
de la variable u donnent à la fonction des valeurs + AB et 
-f-CD de même signe. La courbe pourra aller du point 




B au point D sans rencontrer Taxe OX, et l'équation n*aura 
pas de racine dans l'intervalle; si elle coupe l'axe, elle le 
coupera en un nombre pair de points M, P, et l'équation 
aura un nombre pair de racines dans Tintervalle. 

Relations entre les coefficients d'une équation algébrique 

et les racines. 

167. Supposons que Ton ait divisé tous les termes de 
l'équation par le premier coefficient, afin de la ramener à 
la forme 

Cette équation a m racines a^b^c^ , fc, et nous avons 

démontré que le premier membre f{x) peut être décomposé 
en un produit de m facteurs binômes 

[x — a){x —6) (a? — c) {x — k). 

Si Ton effectue ce produit, il est clair que l'on reproduira 
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identiquement le polynôme proposé. Or si Ton appelle Sj 
la somme des racines, S, la somme des produits des 
iracines deux à deux, S3 la somme des produits trois à 
trois, ...... le produit des m facteurs binômes, d'après la 

formule établie au n* 88, se développera de la manière sui- 
vante : 

En égalant les coefficients des deux polynômes, on a donc 

Ai = — Sj , A, = + Sj , Ag == — S, , . . . . . 

On en conclut : 

Théorème VIII. Quand le premier coefficient de V équation 
est ï unité ^ i"" la somme des racines égale le second coefficient 
changé de signe; 2"* la somme des produits de^ racines deux à 
deux égale le troisième coefficient ; 3** la somme des produits 
des racines trois à trois égale le quatrième coefficient changé de 
signe^ et ainai de suite. Enfin le produit des racines égale le 
dernier terme pris avec son signe ou un signe contraire ^suivant 
que m est pair ou impair. 

Exemples, 

i« Nous av(His déjà reconnu ces r^ations dans l'équation 
du second degré (impartie, n" 146). Si Ton appelle a, 6,« 
les trois racines d'une équation du troisième degré 

X* + At^?' + A^ + Ag = 0, 
on a 

a-l-ô + c= — Aj, a6 + ^ + ^^ = A,, ttô(? = — A,. 

2<> Résoudre une équation du troisième degré, sachant 
que l'uMâ^a raoiaes est égale à la somme des deux autres. 
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Supposons que la racine a soit.égale à la somme 6 -)- c des 
deux autres. De la première relation a4-ft + c = — A^ on 

A 

tire aa == — A. , d'où a = K La seconde relation s'é- 

A • 

crivant'a(6-fc) + 6c =Aj donne 6c = A,— a'=A, j-; 

donc les deux autres racines sont fournies par Téquation 
du second degré 

-* + ^-+(a.-^)=o. 

A 2A 
La troisième relation donne 60 = — •-* = -—-5. 

a Aj 

Pour que les racines de l'équation du troisième degré 
jouissent de la propriété énoncée, il faut donc que les coef- 
ficients de l'équation satisfassent à la relation 

2A3 _ A] 

aT^^^-^T" 

168. Théorème IX. Une iqualion algébrique à coefficienls 
riek a se$ racines imaginaires canjugi^es detuo à dmx* 

Nous avons dit (n"" 1 A9} que, lorsque dans le polyn6me/*(â?) 
on remplace x par a + fri, le polynôme acquiert une valeur de 
la forme A 4* Bt. Remplaçons maintenant x par la quantité 
imaginaire conjuguée a — W; si tous les coefficients sont 
réels, il est clair que la valeur du polynôme ne différera de 
la précédente qu en ce que t aura été changé en — i; on 
aura donc la quantité conjuguée A — Bt. 

Si a+bi est racine de l'équation f{x) = o, le premier 
résultat est nul, et Ton a séparément A = o, B = o; donc 
le second résultat est également nul, et la quantité a~6î 
estausfti racine de l'équation. Ainsi, dai^s une équation 
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algébrique dont les coefficients sont réels, le§ racines imagi- 
naires sont conjuguées deux à deux, et par conséquent leur 
nombre est toujours pair. 

Cette proposition n'est vraie que si tous les coeffidents 
de l'équation sont réels ; car s'il y a des coefficients imagi- 
naires, quand on remplace a + M par a— M, on change 
le signe t dans la valeur de a?, mais non dans les coeffi- 
cients qui restent constants; on ne peut plus dire alors que 
le second résultat sera conjugué du premier. 

Nous avons démontré qu'un polynôme du degré m se 
décompose en m facteurs du premier degré ; mais, parmi 
ces facteurs, les uns - sont réels, les autres imaginaires. 
Supposons les coefficients réels et considérons les deux fac- 
teurs 

qui correspondent à deux racines imaginaires conjuguées; 
le produit de ces deux facteurs 

(x — a)« + 6« 

est ,un polynôme réel du second degré. Ainsi un polynôme 
à cœfj^ients réels se décompose en facteurs réels du premier 
ou du second degré. 

169. Remarque. Dans ce qui précède, nous avons sup- 
posé les coefficients réels; supposons-les, non-seulement 
réels, mais encore commensurables ; dans ce cas, si l'é- 
quation admet une raison incommensurable de la forme 

a+ ^b, a et 6 étant des nombres commensurables, elle 

admettra la racine conjuguée a — \/b. Concevez, en effet, 

que l'on remplace dans le polynôme a? par a + s/b et que 

l'on développe les diverses puissances de a+ v/6, suivant 
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la loi du binôme; comme les puissances paires de y/ft sont 

rationnelles et les puissances impaires de la forme By/ft, 
B étant une quantité rationnelle, il est clair que Ton arri- 
vera à une expression de la forme P+ Qy/fr, en désignant 
par P et Q des quantités commensurables. Remplaçons 

maintenant x par a — ^h\ si tous les coefficients sont com- 
mensurables, la valeur du polynôme ne différera de la pré- 
cédente que par le signe de y/fr, et Ton obtiendra la quan- 
tité^ conjuguée P— Qy/6. Pour que a+ y^fr soit racine de 

Téqaation, c'est-à-dire pour que la quantité P + Qy^6 soit 
nulle, il faut que Ton ait séparément P = o, Q = o ; donc 

a— y/Test aussi racine de l'équation. 

Cette propriété, qui a de l'analogie avec la précédente, 
est beaucoup moins générale ; il arrive rarement que l'équa- 
tion admette une racine de la forme a-^-slh; lorsque cela a 
lieu, le premier membre admet un facteur du second degré 

(a? — a — y/6')(a? — a + s/^) = (^ — a)' — * 
à coefficients commensurables. 

Règ}A des signes de Descartes. 

170. Lorsqu'un polynôme à coefficients réels est ordonné 
par rapport aux puissances décroissantes de o:, deux teimes 
consécutifs affectés de signes contraires présentent ce qu'on 
nomme une variation. Par exemple, l'équation 

a trois variations : une du premier au second terme, une 
du troisième aif quatrième, une du cinquième au sixième. 
Nous démontrerons d'abord le lemme suivant : 
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Lemme. Lorsqu'on multiplie un polynôme par x— a, 
a étant un nombre positifs on introduit au moins une mria- 
tion nouvelle dans le polynôme. 

On polynôme quelconque, ordonné par rapport aux 
puissanees décroiseantes de x^ peut être écrit sous la 
forme 

A/r** -L A r*^+* _ A r** — A rP+*-l- A tP 

• •••••• } Ag^t tX/ . I ■ Ag3* •••••••••••• —j — ^A« 

Le polynôme commence par un groupe de termes positifs, 
puis vient un groupe de termes négatifs, puis un groupe 
de termes positifs, et ainsi de suite jusqu'au dernier gtoupe 
qui commence au terme qi A^', à partir duquel il n*y a 
plus de changement de signes. Chaque groupe contient m 
nombre quelconque de termes et même un seul terme. Les 
tariations se présentent quand on passe du dernier terroe 
d'rni groupe au premier du groupe suivant. 
En multipliant ce polynôme par x — a^ nous aurons 



m'*' • • • • • *»n 



+ Ap+iû 



3C •••i* -^ A^ 



q=A,+,a 



x^ 



1 



±A»a. 



La multiplication par x conserve à chaque terme son signe 
et donne la première ligne ; la multiplication par —fl 
change tous les signes et donne la seconde ligne^ Le pre- 
mier terme A^aî***^* du produit a le signe +5 le terme du 
degré n + 1 , provenant de l'addition de deux termes néga- 
tifs, a le signe — ; quels que soient les signes des ternies 
intermédiaires, Il est certain qu'entre ces deux termes de 
signes contraires, il y a au moins une variation ; on re- 
trouve ainsi au produit la première variation du multipli- 
cande, celle qui a lieu de a;*" àa;^ De même le terme du 
degré p+ 1» provenant de l'addition de deux termes po- 
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sitifs, a le signe + ; entre les deux termes en s^^ et en 
x^\ qui sont de signes contraires} il y a au moinis un^ 
variation» et l'on retrouve ainsi au produit la seconde ta^ 
riatioo du multipJicandei celle qui a lieu de x"" à j^. Pour 
simplifier le raisonnement, nous pouvons réduire le mul- 
tiplicande aux premiers termes des différents groupes, et 
ne considérer dans le produit que les termes correspon- 
dants, c'est-à-dire ceux dont le degré est supérieur d'une 
unité; ces termes du produit ^tant affectés des mêmes 
signes que les termes correspondants du multiplicande, il 
est clair que Ton retrouve au produit toutes les variations 
du multiplicande. Ainsi, quand on sera arrivé au terme en 
*^*, on aura retrouvé au produit toutes les variations du 
multiplicande. A partir du terme en x\ le multiplicande ne 
présente plus aucune variation ; mais* le terme constant 
:pA^du niultiplicande , multiplié par — a, donne le der- 
nier terme ± k^a du produit j ce dernier terme ayant un 
signe contraire à celui du terme en a?*"^*, le dernier groupe 
du produit contiendra encore au moins une variation. On en 
conclut que le produit contient au moins une variation de 
plus que le multiplicande. 

n peut arriver que la multiplication par ^— a introduise 
plus d'une variation nouvelle; dans ce cas elle en introduit 
ou 3, ou &,....., ^général un nombre impair. En eflet, 
dans chacun des groupes du produit, nous avons retrouvé 
la variaUoo correspondante du multiplicande ; mars, dan« 
ee groupe, il peut y avoir plus d'une variation ; car les 
tmmes intermédiaires, provenant de l'addition de deux 
termes de signes contraires, ont des signes quelconques; 
mds, lorsqu'il y en a plus d'une, il y a un nombre impair, 
c'est-à-dire une, plus un nombre pair, parce que entre deux 
termes de signes contraires il y a nécessairement un nottibre 
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impair de changements de signes ; aiosi chaque groupe du 
produit pourra introduire un nombre pair de rariations nou- 
velles. Le dernier groupe en introduit un nombre impair, 
en tout un nombre impair de variations nouvelles. 

171 . Théorème X. Dans une équation algébriqu£ à coa/Ji- 
denls réels^ le nombre des racines positives ne peut sur- 
passer le nombre des variations. 

Soit f{x) = o une équation à coefficients réels ayant un 
certain nombre de racinfs positives a,*6, c,....flf. Suppo- 
sons le polynôme f{x) décomposé en facteurs et désignons 
par (f{x) le produit des facteurs binômes qui correspondent 
aux racines négatives et aux racines imaginaires conju- 
guées, nous aurons 

f[x) == (x^a)(x — à) (X'^g)^(x). 

D'après une remarque faite au n* 168, le polynôme <p (x) a 
aussi ses coefficients réels. Or, si nous multiplions ce poly- 
nôme successivement par chacun des facteurs binômes œ — -n, 

X — 6, , aï— 3, qui correspondent aux racines positives, 

chaque multiplication introduisant au moins une variation 
nouvelle, le produit fmal f{x) contiendra au moins autant 
de variations qu'il y a de racines positives. 

172. Remarque. Si le nombre des racines positives n'M 
pas égal au nombre des variations^ il en diffère d^ un nombre 
pair. Nous remarquons d'abord que le polynôme <p(a?) a 
son dernier terme positif, sans quoi il aurait ime racine 
positive, ce qui est contraire à l'hypothèse; ce polynôme 
contient donc un nombre pair de variations, sHl en contient. 
D'autre part, nous avons vu que la multiplication par cha- 
cun des facteurs x — a introduit un nombre impair de varia* 
tipns, c'est-à-dire une, plus un nombre pair ; on aura ainsi 
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finatement dans le polynôme f(x) autant de variations qu'il 
y a de racines positives, plus une somme de nombres pairs, 
c'est-à-dii'e plus un nombre pair de variations. 
Par exemple, l'équation 

x^ — 3a?' — 2X^ -{- x^ -]- yx — 8 = 

présente trois variations. Elle ne peut admettre plus de trois 
racines positives ; elle en aura trois ou une. 
L'équation 

x'^ — 5a?' + Sx'^ — 4^ + 6 = o 

présente quatre variations; elle ne peut admettre plus de 
quatre racines positives; elle en aura quatre, ou deux, ou 
pas du tout. 
Uéquation 

a?®-|-4^' — 5 = 

présente une seule variation. Elle ne peut avoir plus d'une 
racine positive, et elle en a certainement une. 

178. Corollaire. Si dans l'équation f(x) = o, on change 
X en — X, on obtient unte nouvelle équation qui a évidem- 
ment pour racines celles de Téquation proposée changées de 
signes ; ainsi, les racines négatives de la première deviennent 
positives dans la seconde. Si donc on applique le théorème 
précédent à Téquation transformée, on aura une limite su- 
périeure du nombre des racines négatives de l'équation 
proposée. 

Soit, par exemple, l'équation 

x^ — 3ar* — aa?' -|- x' + 75? — 8 = o 
en remplaçant x par — a?, on obtient la transformée 

— x^ — 5x*+ î*^'* + ^* — 7^ — 8=50, 

15 
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qui présente deux variations» Cette dernière équation admet 
au plus deux raeines positives, et par conséquent la pro- 
posée a au plus deux racines négatives. Si elle n'en a pas 
deux, elle n'en a pas du tout. 
De même T équation 

ayant pour transformée Téquation 

— ar'' + 5x^ + Sx^ + 4ar.+ 6 = 0, 

qui présente une seule variation, a une racine négative et 
une seule. Nous avons vu déjà que cette équation a au plus 
quatre racines positives; elle admet donc au plus ciaqra- 
cines réelles ; comme elle a sept racines, puisqu'elle est du 
septième degré, il s'ensuit qu'elle a au moins deux racines 
imaginaires. 
L'équàtion 

ayant pour transformée 

X*— 40^-^5 a=io> 

a une racine négative, et une seule. Nous avons vu déjà 
qu'elle a une racine positive; donc, elle a en tout deux 
racines réelles, et, par conséquent, quatre racines ima- 
ginaires. 

Pîtis grand commun diviseur algibfique. 

174. Supposons que deux fonctions entières de x aient 
été décomposées en facteurs du premier degré, le produit 
des facteurs du premier degré communs à ces deux poly- 
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nômes s'appelle leur plus grand commun dMseur algé-^ 
briqueé 

Je désigne par X et X^ ces deux polynômes, ordonnés 
par rapport aux puissances décroissantes de x^ en suppo- 
sant que X soit d'un degré supérieur ou égal à X, . Je di- 
vise X par Xj ; j'appelle Q le quotient et X, le reste, ce qu 
donne 

Je dis que le plus grand commun diviseur entre X et X^ est 
le même qu'entre X^ et X^ . En effet, soit {x — a)" un fac- 
teur commun à X et à X^ ; si Ton pose X = (x— a)**X', 
X, = (x — a)**XÎ, on a 

le polynôme X,, étant égal au produit de {x — a)* par un 
polynôme entier, admet aussi le facteur {x — a)\ Ainsi 
tout facteur de la forme {x — a)* commun à X et X^ est 
aussi commun à Xj et à X,. On démontrerait de môme que, 
réciproquement, tout facteur de cette forme commun à X^ 
et à X^ est aussi commun à X et X^. Les facteurs premiers 
communs étant les mêmes de part et d'autre, les produits 
de ces facteurs communsi ou les plus grands communs di- 
viseurs, sont les mêmes. 

Ainsi la question est ramenée à la recherche du plus 
grand commun diviseur entre X^ et X,. On procédera de la 
même manière : en divisant X^ par X, , et appelant X, le 
reste, on aura 

X, = X,Q, + X,. 

Le plus grand commun diviseur entre X^ et X, est le même 
qu'entre X, et X^. 
Divisons X, par X, , et supposons que Ton trouve un 
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reste ^ nul; il est clair que X^, divisant exactement X^ , 
est le produit des facteurs du premier degré communs 
à X, et à Xjt c'est donc le plus grand commun diviseur 
cherché. 

Ainsi, pour trouver le plus grand commun dimeur de 
deux polynùm£Si après avoir ordonné ces deux polynômes 
par rapport aux puissances décroissantes de x, on divise celui 
qui est du degré le plus élevé par Vautre, celui-^ci par le 
reste de la division, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arri\)e 
à un reste nul. Le dernier diviseur est le plus grand commun 
diviseur cherché. 

Dans ces opérations, les restes, et p;ir suite les diviseurs 
successifs, vont en diminuant de degré ; on arrivera donc à 
un reste nul ou à un reste indépendant de x. Dans le pre- 
mier cas, les deux polynômes admettent un plus grand 
commun diviseur algébrique d'un certain degrét Dms le 
second cas, ils n'en admettent pas, et sont dits premiers 
entre eux. 

475. Remarque. Dans la pratique, afin d'éviter les 
coefficients fractionnaires, on peut multiplier tous les 
termes de l'un quelconque des polynômes par une quantité 
quelconque indépendante de x. De même, si Ton aperçoit 
un facteur commun aux coefficients de tous les termes d'un 
certain reste, on peut le supprimer. Je suppose, par 
exemple, que pour effectuer la première division on ait 
multiplié le dividende par un nombre A, et qu'ensuite on 
ait divisé tous les termes du reste par le nombre B, on 
aura 

AX = X,Q + BX,. 
On démontrera comme précédemment que tout facteur de 
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la forme yX — ay commun à X et à X^ est aussi CDmmiin 
àX^ et à X,, et réciproquement. Ainsi rien n'est changé 
dans la recherche du plus grand commun diviseur. 

Racines communes à det^ équations. 

176. Si les deux équations 

X = o, Xj=o 

ont n racines communes, les deux polynômes X et X^ ad- 
mettent n facteurs du premier degré communs, et, par 
conséquent, ils ont un plus grand commun diviseur du de- 
gré n. Pour trouver les racines communes à deux équafions, 
on cherchera donc le plus grand commun diviseur des deux 
premiers membres de ces équations ; soit D ce plus grand 
commun diviseur, T équation 

I>=0 

■ 

donnera les racines communes aux deux équations/ 

Si les deux polynômes n'ont pas de plus grand commun 
^viseur algébrique, les deux équations n'ont pas*de racine 
commune. Si le plus grand commun diviseur est du pre- 
mier degré, il y a une racine commune ; s'il est du second 
degré, il y a deux racines communes, etc. 

Exemples. 

l"" Trouver les racines communes aux deux équations 

a:* — 3a?' + Sx' ^^ 3a; + ^ = o, 
2a?' — 5x* + a: + a = o. 



âSO 
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Votei le détail des opérations : 



sur*— 6a:r»4. 6x«— 6^+ 4 



— x^+ 


5x«— 


8a?+ 4 


— aaî'+ï 


LOX' — 


i6aî+ 8 


4-aa;' — 


5x»+ 


a;+ 3 







x^ — 3a?+a 
o 



ax+i 



5x* — i5x+io 
x' — 5x+ a 

On a multiplié deux fois le premier dividende par 2 afin 
d'éviter les fractions, et on a simplifié le reste en le divi- 
sant4)ar 5. Le plus grand commun diviseur des deux poly- 
nômes est X* — 3 a? +2, Il y a donc deux racines communes 
4uî seront données par l'équation 

€68 deux racines communes sont 1 et a. 
2* Ré^udrel' équation 

X* — 4^' -j- 4x' '— 4x + 5 = , 

sachant que l'une des racines surpasse une autre racine 
de 2. Posons a? =55' -|- 2, et remplaçons x par cette valeur 
dans l'équation proposée» nous formerons la nouvelle équa- 
tion 

(:j/ + a)* _ 4(a/ + 2)8 ^ 4(a?' + 2)« — 4{aî' + a) + 3 = o, 

OU, en développant et supprimant l'accent, 

a:* -4- 4zr' 4" 4^' -^ 4^ — 5 = 0. 
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Pela relation âsnji'+s, on déduit itfssix^^^; les valeurs 
et oéy ou les racines de la nouvelle équation, sont infé- 
rieures de deux unités aux valeurs de x^ c'est-à-dire aux 
racines de T équation proposée; celle-ci ayant deux racines 
tdles que a et a+ a, la seconde admettra les racines 
s— 9 et a; il en résulte que les deux équations ont une 
raeine oommune a, et par suite, les deux polynômes un 
plus grand commun diviseur du premier degré, fki cher* 
chant ce plus grand commun diviseur, on trouve a; — i. 
Âmsi l'équation proposée admet la racine i , et, par consé- 
quent, la racine i + ^ ou 3 ; connaissant deux racines, la 
division par js-^i et par x — ^S ramènera l'équation à une 
équation du second degré rc' -{- 1 = o, qui donnera les deux 
autres racines. 



^^mrmm 



CHAPITRE III. 

lAGINES ÉGALES. 

177. Nous avons expliqué (n* 198) comment on décom- 
pose un polynôme entier /(;r) du degré m en un produit 
de m facteurs du premier degré 

/'(j?) = A(ar — a)[x — b)[x — c) . . , . .[x — k). 

Cette décomposition ne suppose pas que les quantités 

(i.h^c^ , ft, soient diffëremes les unes des autres. Si 

parmi ces quantités plusieurs sont égales entre elles» on 
dit que l'équation a des racines égales. 
Supposons 6 = a; le polynôme contient le faetwr (op — a)*, 
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et la racine a est dite racine double. De même, si a=6=:e, 
le polynôme contient le facteur (x — a)* et la racine a est 
racine triple. En général, lorsque le polynôme contient le 
facteur {x — a)*", on dit que l'équation a n racines ^lesàa, 
ou que la racine a est du degré n de multiplicité. De cette 
manière, les théorèmes généraux sur les équations subsis- 
tent : ainsi, en tenant compte du degré de multiplicité des 
racines, une équation du degré m a toujours m ra- 
cines, etc. 

Quand x, variant d'une manière continue, passe par une 
racine a, le polynôme s'annule, mais il ne change pas tou- 
jours de signe. Appelons n le degré de multiplicité de la 
racine; posons 

f(x)=z(x—aY><^[x), 

et attribuons successivement à x les valeurs a — h et a+K 
h étant une quantité positive très-petite, on a 

On peut supposer la quantité h assez petite pour que le 
polynôme <p(â?) n'ait aucune racine comprise entre a — ftet 
a + h; les deux quantités ç(a — h) et cp(a + *) ont donc le 
même signe; on voit par là que les quantités f{a — h) et 
f{a+h) ont le même signe si n est un nombre pair, des 
signes contraires si n est un nombre impair. Ainsi, le 
polynôme change de signe quand x passe par une racine 
simple ou d'un degré impair de multiplicité; il ne change pas 
de signe qtuind x passe par une racine d'un degré pair 
de multiplicité. 

On peut remarquer que^ dans ce dernier cas, la valeur 
zéro, que prend le polynôme pour a?=a, est un maximum 
ou un minimum. 
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17S. Théorèbie. Une racine d' ordre n annule le polynôme 
et $es n — i premières dérivées^ et réciproquement. 

Soit f{x)=='0 r équation proposée. Nous pouvons écrire 
f{x) = f{a-{-x — a), et, regardant x — a comme im ac- 
croissement, développer suivant la loi connue ; nous au- 
rons 

(i) fix) = flfi)+^{x^a)+Ç^[x^aY + 

Le premier tarme f{a) étant nul, puisque a est racine, 
on peut diviser par x — a, ce qui donne 

X— a 1 ' 1.2 ^ ' ' 1.2.3^ ' 

Si a est racine double^ le quotient, devant contenir en- 
core une fois le facteur x — a, s'annulera pour â?=a ; mais 
pouric==:a, il se réduit à f{a)\ on a donc /*(a)=o, et la 
racine doiible vérifie l'équation /'(ic) = o. En-divisant par 
x-^^a^ on obtient le nouveau quotient 

^•^rw+m„_„,+ 

[x — à]* 1.2 i.a.5^ 

Si a est racine triple, ce dernier quotient, devant conte- 
nir encore le fgtcteur x — a, s'annulera pour aî = a, et l'on 
aura f{a) =o. Ainsi une racine triple annule le polynôme 
f{x) et ses deux premières dérivées. En effectuant la divi- 
sion, on a 

(a? -(,)»"• 1.2.5 ^1.2,5.4^ ^ 

Si a est racine quadruple, ce dernier quotient, devant 
contenir encore le facteur x — a, s'annulera pour a; = a, et 
Ton aura f"'{a)=.o. Ainsi une racine quadruple annule le 
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polynôme et ses trois premières dérivées. En contiotiaDt 
ainsi de proche en proebe, on voit qu'une racine du degré» 
de multiplicité annule le polynôme f{x) et ses n-^ i pre- 
mières dérivées. 

La réciproque est vraie : si a annule le polynôme f(ai) et 
ses n-«i premières dérivées, elle est racine du degré» 
de multiplicité de l'équation f{x) ^ o* Car le développe- 
ment (1) se réduit alors à 

/•(ar)=-OJ-(ar-a)~+ f \ A ^-<^r' + > 

'^ ' i.a n' ' 1.9 (n+i) 



OU, en mettant (a; -«a)*' en facteur, à 

Li.a n * 1,2 (n+ij* ' ^ J 

Le polynôme f{x) contenant le facteur {m^ay% a est ri^ 
cine d'ordre n« 

Il résulte de ces deux propositions qu'une radm d'ordre » 
annule le polynôme et ses n — i premières dérivées, mais 
n'annule pas la dérivée suivante* 

179. Corollaire V Les racines simples do l'équatiim 
f(x)=o ne vérifient pas l'équation f\x) =^ow 

Les racines doubles de l'équation /(a;) =o sont rscinea 
simples de l'équation f{x)=^o\ car c^es annulent le poly^ 
nôme f'{x)y et n'annulent pas sa dérivée fXx). 

Les racines triples de l'équation f{x)==o sont racines 
doubles de Téquation /"(a?) =o; car elles annulent le poly- 
nôme f {x) et sa première dérivée fXx) , et n'annulent pas 
la dérivée suivante. 

En général, une racine d'ordre n de l'équation f(x)^o 
est racine d'ordre n— i de l'équation fX^) =0, 
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18D. GoBOLLAiRE IL II résulte de là que le plus grand 
commun diviseur entre un polynôme et sa dérivée est le pro- 
duit des facteurs mu^iples qui composent le polynôme pro- 
poséy X exposant de chacun d*eux étant diminué d'une unité. 
En eflfet, les racines simples de l'équation f{x)i=iO ne véri- 
fiant pas l'équation f'{x) =o, les facteurs simples du poly- 
nôme f{x) n'entrent pas dans la dérivée ['(x)» Les racines 
doubles de l'équation f(x)'=o étant racines simples de 
l'équation f'{x) = o, les facteurs doubles entrent au premier 
degré dans la d^riv^. Ea général, soit (x — a)* un facteur 
multiple du polynôme proposé f{x) , la racine a d'ordre n 
étantïacine d'ordre n — i de la dérivée, le polynôme f'{x) 
contiendra le facteur (x — ay^\ 

On peut démontrer directement cette proposition en pre- 
nant la dérivée du polynôme proposé f(x). Supposons que 
ce polynôme admette les facteurs multiples (x — a)", 
(oo—byT{^ — c)', et les^facteurs simples (a?— d), {x — e),... 
de telle sorte que 

En prenant la dérivée de ce produit, suivant la loi connue, 
on a 

f{x) = nA{x—ay^^(x—by (ar— c)« {a>-rf) (ap— «) 

+ pA(x-^Y {x^b)^*{X'^cY (a?— d) (ar~tf)/ . • . . 
-\-qK{x^aY [x—by (ar— c)«-*(x— d) (a?-*-e). • , t .. 

-|- A(a?— a)»* (X'-bY {x—cY (x^e) 

-f- Aix-^aY [X'-bY (a:— c)« {x^d). .*..... 
+ 

Tous les termes contenant le facteur 

(x — a)^^ {X — bY*^ (x — c)«-S 



X 



• • • 
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on peut écrire 

f'{x) = A{x — a)»»-* {x — *)P-* {X — cy-' 

n[x — b)(x^c)[x-'d)[x^e) "1 

+p(a:— a) {x--c)[x — d){x — e), 
+q(X'^a) [x^b) [x — d) {x — e), 
+ {x — a) {x — b) [x — c) (x — e). 
+ (x — a)[x — 6){ar— c) (a?— rf). 

L+ 

On voit déjà que le polynôme f(x) et sa dérivée fXx) ad- 
mettent le diviseur commun 

[x — a)"-* (x -^ *)"■* (^ — eY'^ . 

C'est le plus grand commun diviseur. En effet, dans Tex- 
pression de f'{x)^ tous les termes de la parenthèse, excepté 
le premier, contiennent le facteur x — a; si Ton fait^=a 
dans cette parenthèse, tous 4es termes s' annulant excepté 
le premier, la parenthèse ne devient pas nulle; elle n'ad- 
met donc pas le facteur x — a. De même, tous les termes 
de la parenthèse contenant le facteur x — 6, excepté le 
second, la parenthèse n'est pas divisible par x — 6, et ainsi 
de suite. La parenthèse n'admet donc aucun des facteurs 
premiers x — a^x — 6, a? — c, a?— d, J5— c, , qui com- 
posent le polynôme proposé. On en conclut que le î)lus 
grand commun diviseur entre les deux polynômes f(x) et 
f{x) est bien 

(a — x^-^ (x — é)p-* (x — c)«-* . 

181, D'après cela, pour voir si une équation /(aî) = o 
a des racines égales, on cherchera le plus grand commun 
diviseur algébrique entre le polynôme f{x) et sa dérivée 
f(x). Si ces deux polynômes n'ont pas de plus grand com- 
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Inun diviseur, on en conclura que l'équation proposée n'a 
pas de racines égales. Si ces deux polynômes ont un plus 
grand commun diviseur 3u premier dqgré/ l'équation pro- 
posée a deux racines égales. Si 'le plus grand commun 
diviseur est du second degré, l'équation admet deux racines 
doubles ou une racine triple ; deux racines doubles, lorsque 
le plus grand commun diviseur a ses deux racines iné- 
gales; une racine triple, lorsque le plus grand commun 
diviseur a ses deux racines égales. En général, si k désigne 
le nombre des facteurs différents [qui composent le poly- 
îiôme proposé, l'exposant de chacun de ces facteurs étant 
diminué d'une unité, le plus grand commun diviseur est 
vdu degré m — ft. 

Comme application, nous chercherons la condition à la- 
quelle dQJjent satisfafre les coefficients de l'équation du 
troisième degré 

X* '\'pX'\-q=o, 

pour que cette équation ait deux racines égales. Le poly- 
nôme x^+px+q et sa dérivée 5aî*+p doivent admettre 
un commun diviseur du premier degré; si l'on effectue 
l'opération du plus grand commun diviseur, quand on sera 
arrivé à un diviseur du premier degré, on devra trouver 
un reste nul. 



y 



x^+ pX'\' q 


X 

3a?* + p 


3a:— 9(? 
2/)a: + 3^ 


3x' + '^P^ + ^Q 
— 3a;' — px 


6pX* -j- 2J9* 

— 6px* — gqx 




2px + 5 J 


— gqx +fip^ 

- iSpqx + Up^ 



4p» + 27y'. 
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Ainsi la condition âtmandée est 4p' + n 79* s o^ ou 

L'équation 2paj+5î = o, que Ton obtient en égalant te 
plus grand commun diviseur à zéro , donne la racine double 

0?= -. La somme des racines étant nulle, la troisième 

ap 

racme est — . v 

P 

Vêt exemple, les coeflGioients de l'équation 

X* — 2yX -|- 54 = O 

vérifiant ht condition précédente, l'équation a deux racines 
égal^ à + 5 ; la troisième racine esf — 6« 

182. Expliquons maintenant comment on ramène la ré- 
solution d'une équation qui a des racines égales à celle 
d'autres équations de degrés moindres dont les racines sont 
inégales. Soit X=:o une équation qui admet des racines de 
dififérents ordres, par exemple, des racines simples, des 
racines doubles, triples ou quadruples. Si l'on désigne par 
X^ le produit des facteurs simples, par X, le produit des 
facteurs binômes qui correspondent aux racines doubles, 
chacun étant pris seulement au premier degré, et de même 
par X, et X^ les produits des facteurs binômes qui corres- 
pondent aux racines triples ou quadruples, on écrira le 
polynôme X sous la forme 

Cherchons le plus grand commun diviseur D entre le 
polynôme X et sa dérivée; ce plus grand commun divi- 
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8éur étoût égal au produit dm factears multiptes dont m 
diminue tes exposants d'une unité, on aura 

De même, le plus grand commun diviseur entre le poly- 
nôme D et sa dérivée s«a 

DjS=X^X|^ 5 

et enfin le plus grand ^mmun diviseur entre U polynôme 
Dj et s£i dérivée sera 

En divisant deux à deux les polynômes précédents, on 
obtient les quotients 

X 

— t=Q ît=:XjX,XjX4, 

jp — Oi — XjXjX^ , 

Divisant chacun de ces nouveaux polynômes par le sui- 
vant, on a enfin 

One fois trouvés ces polynômes X,, X,, X,, X^, la 
résolution de l'équation proposée est ramenée à celle des 
équations 

X, = o, X,=so, X5 = o, Xj^o, 
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qui n'ont plus de racines égales ; la première donne les ra- 
cines simples de l'équation proposée, la seconde les radnes 
doubles, la troisième les racines triples, etc. 

Ainsi» pour ramener la risolutian dCune équation qui a des 
racines égales à celles d'autres équations de degrés moindre 
ayant leurs racines inégales, on citerche le plus grand com- 
mun diviseur entre le premier nombre de Véquation et sa 
dérivée , le plus grand commun diviseur entre ce premier pks 
grand commun diviseur et sa dérivée, et ainsi de suite jus- 
qu'à ce qu'on arrive à un polynôme ptfmier avec sa dérivée; 
on divise ensuite lé polynôme proposé par le premier pins 
grand commun diviseur, le premier par le second, et ainsi de 
suite ; on divise, enfin, chacun de ces quotients par le sui- 
vant, et l'on égale à zéro ces nouveaux quotients. On obtient 
de la sorte des équations donnant, la première les racine$ 
simples^ la seconde les racines dotales, la troisième les racines 
triples, .....fde Véquation proposée. 

Exemple. 

Soit l'équation du septième degré 

X = a?'' — 2J?' — a:* + a;* + 3a:* — i =:o. 

En cherchant le plus grand commun diviseur entre le po- 
lynôme X et sa dérivée, on trouve 

- D = j?' — X* — ^+ ij 

en cherchant le plus grand commun diviseur entre le po- 
lynôme D et sa dérivée, on trouve 

ce dernier polynôme est premier avec sa dérivée. Divisant 
ces polynômes Tun par l'autre, on a les quotients 
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— = Q = a?*4-a?* — X — 1, 

De nouvelles divisions donnent 

-j- = x« + x+i, 

D, = « — i; 
et Ton arrive aux trois équations 

La première donne deux racines simples imaginaires, la 
seconde une racine double -*- 1 , la troisième une racine 
triple + !• 



CHAPITRE IV. 

RACINES GOmiENSURABLES. 

Recherche des racines entières. 
183. Soit 

Téquation ]^posée, dont nous supposons tous les coeffi- 
cients commensurables et même entiers ; car s'ils n'étaient 
pas entiers, on les rendrait tels en multipliant tous les termes 
de l'équation par un nombre convenable. Nous avons expli- 
qué (n* 162) comment on effectue la division par a? — a du 

16 
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polynôme f{x) ordonné par rapport aux puissances décrms- 
santes de x; le premier coefficient du quotient est égalaa 
premier coefficient du dividende, et Ton forme chacun des 
autres coefficients en multipliant le coefficient précédent 
par a et ajoutant le coefficient correspondant du dividende. 
Si tous les coefficients du dividende sont entiers, sî, 4e ]^, 
a est un nombre entier» positif ou négatif, il est clair que le 
quotient ainsi formé aura aussi tous ses coefficients entiers, 
puisqu'on les obtient en combinant des nombres entiers 
par multiplication et par addition. 

Imaginons maintenant qu'ayant ordonné le polynôme 
par rapport aux puissances croissantes de x, 

f(x) = A^ -f A^^x + A^,x' + + Ajo:*^* -f A^, 

on le divise par a — x; le diviseur étant seulement changé 
de signe, le quotient changera simplement de signe, et par 
conséquent aura toujours ses coefficients entiers. Effectuons 
cette division 



(Cm— jH-Am— i)^ "f"Am— |X •..•4-Aoaj** 



a — X 



(CoH-Ao)ar 



-ainsi, xxm première condition & laqudèe <MiC sitisfrire une 
radne entière, c'est de diviser exactemrat te âemiw tmne 
A« de l'équation. Pour abréger, représentons par C^i 
le premier ternie du quotient ; multiplions-le par le^difi- 
seur n — a: -et retranchons du dividende; le produit para 
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détruira le premier terme A^ du dividende, le produit pu- 
—0? s'ajoutera au second terme ; de sorte que le second 
dividende aura pour premier terme (C^^ + A^J a?, les 
termes suivants restant les mêmes que dans le dividende 
proposé, Si Ton divise ce premier terme par a, on aura le 

C 4- A 
second terme *""* — 2î=^a; du quotient : ce secmd coef- 
ficient doit être entier; appelons-le C^,. Multiplions le 
second terme C^^o? du quotient par a — a; et retranchons 
4u dividende ; le produit par a détruit le premier terme 
du second dividende, le produit pgir — x s'ajoute au se- 
cond terme; de sorte que le troisième dividende aura 
pour premier terme ((v^, + A^Ja?*, les termes suivants 
re3tant les mêmes que daps le dividende proposé. Si l'on 
divise ce premier terme par a, on aura le troisième terme 

C 4- A 

■ f^TfT- . y^ ic» du quotiettt; œ troisième coefficient, que 

nous représenterons par C,^^, doit être entier, etc. 

La bi est générale : on obtient un coefficient quelconque 
du quotient en ajoutant au précédent le coefficient du terme 
^ui occupe dans le dividende le même rang que le terme 
que l'on veut former, et divisant la somme par a. 

On arrivera sdnsi au dernier dividende 

qui donaeim ie àsnà^ tm^e^-^^^^^^a^^ 4\k q»iMei»t; le 

dernier coefficient * ■ ^ qttenous représenteronsjpar C^, 

doit aussi êtrç entier. En multipliant le diviseur par le der- 
nier terme C^x"^^ du quotient et retranchant du dividende, 
on obtient le reste de la division (C^ + Âo)«^ Si a est ra- 
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cine de Téquation, le reste est nuit et Ton a C^ + Ap=o. 

18â. Il résulte de ce qui précède que si l'on veut trou- 
ver les racines entières d'une équation à coeiGcients entiers 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de or, on n'es- 
sayera que les diviseurs du dernier terme, et l'on procédera 
de la manière suivante : 

Règle. Pour voir si un nombre entier a est racine de ti- 
quation^ on divisera le dernier terme par ce nombre; on 
ajoutera au quotient le coefficient de V avant-dernier terme^ et 
Von divisera la somme par a; on ajoutera au qttotient h 
coefficient du terme précédent ^ et fon divisera la somme par ^^ 
et ainsi de suite. Toutes ces divisions doivent se faire exacte^ 
mentf et quand on aura ajouté le coefficient du premier 
terme de t équation j on devra trouver un résultat égal à 
zéro. 

Lorsqu'un nombre entier a satisfait à toutes ces condi- 
tions, il est évidemment racine de l'équation ; c'est ce qu'in- 
dique spécialement la dernière condition, qui exprime que 
le reste de la division du premier membre de l'équation par 
a — X ou par x^-^a est nul. On abaissera alors le degré de 
l'équation proposée en divisant son premier membre par 
X — a; mais il est à remarquer que le quotient est tout 
calculé; les coefficients^de ce quotient sont précisément les 
quotients entiers obtenus dans les opérations précédentes 
changés de signes. On continuera les essais, non plus sur 
l'équation proposée, mais sur l'équation simplifiée. 

Exemples* 
!• Trouver les racines entières de l'équation 
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On commencera par essayer i ; pour que i soit racine, il 
faut que la somme des coefficients positifs égale celle des 
coeflBcients négatifs : c'est ce qui a lieu : doue i est ra- 
cine* On divisera le premier membre de l'équation par 
X— 1 , d'après la règle du n» 162, et l'on aura à considérer 
l'équation 

x^ — 6x^ — 6x* — 70? — 6 = 0. 

Cette équation n'admet plus la racine i ; on essayera — i : 
si l'on remplace x par — i , on a un résultat nul 

—■1+6 — 6 + 7 — 6=0; 

ionc — 1 est racine. On divisera l'équation par «+ 1, d'a- 
près la même règle, et l'on aura l'équation 

â?* — X* — 50?* — X — 6 = 0. 

Après s'être assuré que cette équation n'admet pluâ* pour 
racine — i , on essayera les diviseurs du dernier terme 
6, pris avec le signe + ou le signe — . Essayons d'abord le 
diviseur le plus simple +2 , et pour cela procédons d'après 
la règle formulée plus haut ; parcourant le polynôme de 
droite à gauche, nous dirons : le dernier terme — 6 divisé 
par 2 donne — 3; ajoutons le coefficient suivant — 1, on a 

— 4 qui, divisé par 2, donne — 2 : ajoutant le coefficient 
suivant — 5, on a — 7, qui n'est pas divisible par 2 : ainsi 
2 n'est pas racine. 

Essayons maintenant — 2 , et écrivons les quotients suc- 
cessifs de droite à gauche, 

— I, +3, —1, +3. 

Le dernier terme — 6 divisé par — 2 donne + 3 ; ajoutant 

— 1, on a + 2 qui, divisé par — 2, donne —1; ajoutant 

— 5, on a — 6 qui, divisé par — 2, donne +3; ajoutant 
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-*^i, oa a+fi qui, divisé par-^t, domie •**!} ajmitaflt 
le premier coefficient + 1 , on obtient pour résultat zéro. 
Ainsi — t est racine* Les nombres écrits plus baat, ch«i« 
gés de signes, sont les coefficients du quotient de la diviaioii 
du premier membre de Féquation par x + m; on écrira 
donc immédiatement l'équation 

Le nombre — * a ne peut être une seconde fois radoe, 
puisqu'il ne divise plus le dernier terme. Les seuls nombres 
à essayer sont maintenant les diviseurs de 5, savoir -f 3 et 
— 3. Si Ton essaye + 3> oi^ ^ l^s quotients 

donc + 3 est racine, et, en divisant par â?— 3« on arrive 
à l'équation du second degré 

X*-j- 1=0, 

qui a deux racines imagindres + î et — î. 
L'équation proposée est complètement résolue : ses m 

racines sont +1» — 1» — «» +3> +»> — *• 
2"* Déterminer les radnes entières de l'équation 

aar* — i2a:* + i5ar -^15 5=0. 

La' transformée en — a? ne présentant pas de variation, 
l'équation proposée n'a pas de racine négative. On n'es- 
sayera donc que des nombres positifs. Après avoir reconjm 
que — 1 n'est pas racine, on essayera les diviseurs de i5. 
Voici le tableau des opérations : 

2X* — iaa:"-(- ^^^ — i5= 



— 2 +2-^3 



+ 5 

+ 5 
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Le nombre i est racine. Divisant piar«-— 5» on aura à 
résoudre réqnation du second degré 

â^ Trouver les racines entières de Téquation 

x^ — 4^*— ioia?'+ 14^* + 5o4ar + 576 = 0* 

Après avoir reccmnu que 4* > ^^ — ^ ^^ ^^'^ P^ racines, 
on essayera les diviseurs de 676, en commençant par les 
plus faibles. 



«• — 4a^ — 


ioia:'4- 


i4ar'4- 5o4x + 576 = 






+ a4 + 


5a + 


305 


+ 396 


+ 


388 


+ 


a 


+ 


a? + 


47 


— 108 


— 


388 





a 




+ 


83 


+ a53 


+ 


193 


+ 


3 




+ 


3o 


— 104 




19a 





3 




+ 


44 


+ 163 


+ 


144 


+ 


4 




+ 


»9 


— 90 


— 


144 


— 


4 




+ 


»9 


+ 100 


+ 


96 


+ 


« 




+ 


9 


— 68 


— 


96 





6 








+ 7a 


+ 


7a 


+ 


8 


- 1 + 


1» + 


6 


- 64 


— 


?a 


— 


8 


«* — 


lar* — 


5»*+ 54a; + 


7a = 














— 


9 




8 










+ 


8 


+ 


9 










~- 


8 




9 




— 1 





• + 5 


+ 


6 


+ 


13 




ar' — 5x — 


6 = 0. 











Cette dernière équation n'a plus de racines entières. Ainsi 
Véquation proposée admet deux racines entières —8 et 

-f- 12. 

i86« AiHABQUs* SiHivdnt ondiipintte beaucoup le nombre 
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des essais en cherchant des limites qui comprennent toutes 
les racines de l'équation proposée. On appelle limUe sufi- 
Heure des racines positives d'une équation un nombre 
plus grand que la plus grande racine positive. 

Considérons d'abord une équation qui ne présente qu'une 
seule variation 

X* 4- ax* — 7a:* — 5a? — 6o = o. 

Cette équation, n'ayant qu'une Tariation, n'admet qu'une 
seule racine positive a. Imaginons que Ton fasse croître x 
de zéro à + o^ ; tant que x reste inférieur à la racine a, le 
polynôme conserve une valeur négative. Dès que x dépasse 
a, le polynôme devient positif; l'équation n'ayant pas 
d'autre racine positive , le polynôme ne change plus de 
signe et par conséquent reste constamment positif au delà 
de a. On en conclut que toute quantité qui rend le polynôme 
positif est plus grande que a, ce qui donne une limite supé- 
rieure de la racine positive. Dans l'exemple actuel, 4 est 
une limite supérieure. 
Soit maintenant une équation quelconque 

ar* — ftc* — 5ar' + 58a?* — 144 = 0. 

Partageons-la en groupes de termes ordonnés suivant les 
puissances décroissantes de a?, et ne renfermant chacun 
qu'une variation , 

a?*(a?« — Ôa? — 5) + (58ar* — 144) = o. 

En substituant des nombres entiers consécutifs , on voit 
que a? = 7 rend positif le premier groupe ainsi que le 
second ; pour toutes les valeurs de x supérieures à 7 les 
deux groupes ayant des valeurs positives , le polynôme a 
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aussi une valeur positive; donc 7 est une limite supérieure 
des racines positives de l'équation. 

On obtient de la même manière une limite supérieure des 
racines négatives. Si Ton change le signe de or, Féquation 
devient 

jr» + 6a:* — 5a?' — 58a;* + k44= ; 

on l'écrira 

a?*(a:»-|-6a?* — 5a; — 58) + 144= o. 

Le nombre 3, .rendant positif le premier groupe, est une 
limite supérieure des racines positives de cette équation. 
Ainsi toutes les racines réelles de l'équation proposée sont 
comprises entre — 3 et -f 7- 

D'après cela, si l'on veut chercher les racines entières de 
Féquation 

a?' —6a;* — 5a:* + 58a:» - 144 = o, 

il suffira d' essayer les diviseurs de i44 c[ui sont con^)ris 
entre — 3 et +?• On trouve d'abord les racines — 9 et +3, 
ce qui réduit l'équation à 

a?' — 5a:*— 4a: 4- a4 = o- 

Les nombres -f 4 et + 6 ne sont pas racines ; il est inu- 
tile de pousser les essais au delà ; il est certain que cette 
dernière équation n'a plus de racine entière. 

Recherche des racines commensurables fractionnaires. 
» 

186. Nous supposons toujours que l'équation 

(i) k,x^ + A,a:-^ + + k^.,x + A^ = 

a ses eo^ctents entiers. Une racine commensurable quel* 
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conqot pourra être miae sous la forme d'une fraotàen irrè* 
ductible r- , et Ton aura 

9 






Si Ton multiplie par 6**~S cette relation devient 



^=-(A,a-* + A,*a-« + +Kà^'); 



le second membre étant entier» le premier doit Tètre aussi ] 
mm b est premier avec a et par suite avec a*" ; donc 6 di^ 
vise A^. Ainsi , toute racine commênsurable a pour dèumih 
fMmrun dm$eur du pr$mier eoefficieHt de ViqvMion* 
En multipliant par 6** et divisant psu: a , on a de m6me 

^= - (A,(r-* + A,6a— + + A^,*-*) j 

le second membre étant entier, le premier l'est aussi ; or a 
est premier avec 6**; donc a divise A„. Ainsi le numérateur 
est un diviseur du dernier coefficient de T équation. 

U résulte de là qu'une équation à coefficients entiers^ doni 
le premier coefficient est Vunité^ n'a pas de racine commen- 
surable fractionnaire. En effet, le dénominateur d'une vzr 
cine commensurable , devant diviser le premier coeflBcient 
qui est Tunité, est lui-même égal à un, et par conséquent la 
racine est entière. Ainsi, dans ce cas, toutes les racines 
commensurables sont entières. 

Ceci nous donne un moyen facile de ramener la recherche 
des racines commensurables fractionnaires à celle des ra- 
dMs entières. On conçoit, en effet, que m, Fon iajiltî]^« 
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par un^MNCubre entier convenable les racines de réquatkm 
proposée, on rendra entières toutes les racines commensu- 

rablcs fractionnaires. Posons donc oi ^ fcor, d'où a? = 7- , et 

dans réquation jNropodée remplaçons op par ---, nous obtîen- 
drons la nouvelle équation 

Détennincmd maintenant le nombre entier t: de manière 
qu'en chassant les dénominateurs pour rendre les coeffi-» 
cients entiers, on réduise en même temps le premier coeffi- 
cient à l'unité. Cette opération réussira toujours quand on 
prendra ft = A^, ; en effet, si Ton multiplie par lk*^S on met 
l'équation squs la forme 

A 

•â^-^A^a^— *+A,ita/-^*4- +A«*^»a3o; 

si ft = Àq , cette équation devient, l'accent étant supprimé, 

(2) a?'»+A4a?*»-* + AA^'^' + + A«,Ao*^* = o. 

Cette dernière équation, dont les coefficients sont entiers et 
le premier coefficient égal à l'unité, a toutes ses racines com- 

mensurables entières. Nous avons posé a? = -r- , c'est-à- 
dire que les racines de l'équation (1) sont égales à celles de 
l'équation (2) divisées par ft ; ainsi , quand on aura trouvé 
les racines entières de l'équation transformée (2) , en les 
dit isaot par fc, on obtiendra toutes les racines commensu- 
rables de l'équation proposée. 

On comprend pourquoi l'opération réussit toujours quand 
(m prrad ft s3 Aq 4 les racines commenaurables ayant pour 
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dénominateur des divi^urs de À^ , il est clair que tes ra- 
cines, multipliées par A^, deviennent toutes entières. 

Lorsqu'il s'agit de trouver les racines commensurables 
d'une équation, on commence par chercher les radnes en- 
tiëres, et, s'il y en a, on divise l'équation par les facteurs 
binômes correspondants. On détermine ensuite les racines 
fractionnaires à l'aide des racines entières de l'équation (2) ; 
mais , dans la recherche des racines entières de cette der- 
nière équation , il est inutile de pousser les essais jusqu'au 
dernier terme ; car la plus grande racine de l'équation pro- 
posée étant au plus égale à A«. divisé par le plus petit divi- 
viseur de A^ , la plus grande racine entière de l'équation^â) 
sera au plus égale à k fois celle-ci ; on s'arrêtera à cette 
limite. 

Exemples. ^ 

1* Trouver les racines commensurables de l'équation 
(i) îw?*-4-ar'-^ loa;' — 2X+ ia = o. 

On trouve d'abord la racine entière — 2 ; divisant par 
x+ ^9 l'équation se réduit à 

(a) 2X* — 3a?' — 4^ + ^ = <>' 

Cette équation n'ayant plus de racine entière, on la trans- 
forme en remplaçant x par -, ce qui donne 

(3) x^ — Sa?* — 8a?+ a4 = o. 

Les racines fractionnaires de l'équation (2) ne pouvant être 

1 3 

queqi-et±-, on cherchera les racines entières de 
^2 2 

l'équation (3) seulement parmi les nombres] db 1 et ±3; 
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OD trouve que -{- 3 est racine; ainsi Téquation proposée 

5 
admet la racine fractionnaire -.La dernière équation divisée 

para? — 5 conduit à Téquation du second degré 

ar* — 8 = 

qui a deux racines incommensurables di 2 ^^ d'où résul- 
tent pour l'équation proposée les racines incommensurables 

± /s • Ainsi les quatre racines de l'équation proposée sont 

— 1, ^, + V^, — V^?- 
2* L'équation 
(1) 4x*— a8a?* + 45ar*— 6a?— 18 = 

n'a pas de racine entière. Si l'on remplace x par r, et si 
l'on multiplie* par k*, elle devient 

Ç_^ + 45a:t_6te— i8*« = o; 

pour opérer la transformation , il suffit de prendre fc = s , 
ce qui donne 

(a) a?* — 14a?' + 45a?' — 1 2a? — 72 = o. 

Les racines fractionnaires de l'équation proposée, devenant 
entières quand on les multiplie par 2, ne. peuvent être q[ue 

1 3 o 

± - , db - , ±: - ; on essayera donc ±: 1 , ± 5, ± 9, 

2 3 3 

L'équation (2) admet la racine — 1 ; la divisionpar x + 1 
donne l'équation 

a' — i5a?' + 6oa? — 72 = 0. 
Cette dernière admet la racine S ; la division par a? — 5 
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woduH à VHpiÊtàon du sacoad degrt 

dont les racines a:^ 63:: ^Ti sont iacommensurâbleSi 
Ainsi les quatre racines de l'équation proposée sont 

187, Deuhèmb métrodi. Il est à remarquer que lors- 
qu'une éqn^ûm 

a ses coefficients entiers et que Ton divise le premier 
membre par le facteur binôme x — r t 4^^ correspond à une 

nuwç CQwnenauraUa {rêciiomïme ?•« le quotiewt s tim 

ses coefficients entiers. Suppoipn«i que l'im effii^lw fe ër 
vision en ordonnant , par rapport aux puissances décrois- 
santes de I?, «emsie nous l'avoub expliqué ^u n"" 162. Le 
premier coefficient du quotient est A^ ; on obtient le se- 

cond en multipliant le premier par ^ et ajoutant A^ ; te 

troisième en nultipltant te second par ^ et ajoutant A,, et 

dM de snile. Ctt les oMffiieients du quotient ne sont pas 
«•ioii, ih ne pourroirt contenir à leurs dénon^n^teurs qoe 
les facteurs premiers de b* 
Supposons maintenant que Ton divise le polynôme par 

- — X, en ordonnant par rapport aux puissantes croissantes 
de X. On obtient le premier coefficient du quotient en divi- 
sant Am par Y » ce qui revient à multiplier par -, Si à ce 
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premier coefficient on ajoute A«_i et si Ton iiKil<%)Ue pw 

h 

-, on a le second coefficient du quotient , et ainsi de suite. 
a 

On en conclut que , si les coefficients du quotient ne sont 
pas entiers, ils ne pourront contenir 4 letirs dënonrfnateam 
que les facteurs prenûer$ de u. Mais nous avons déjà vu que 
ces mêmes dénominateurs ne peuvent contenir que les fac- 
teurs premiers de b ; comme a et 6 sont premiers entre 
eux, tous ces dénominateurs se réduisent à Funité, et par 
conséquent les coefficients du quotient sont entiers. 

NoQ-«e<iileiiient les «oefficteuts du qwiimt lumt entiers » 
mais encore ils sont tous divisibles par 6. Car, si Ton dé- 
signe par A^, , Bj , Bj , les coefficients du quotîeut or- 

domi faarct^poii aux p»Hi8aTK)e.s déoroissaoiis die âp« >w a 






B.:*^ + A 



B.a 

*>s = -j — tAj, 



Pour que B^ soit entier^ il faut que b divise A« • ce^fie Tw 
sait déjà. Pour que B, soit entier, il faut que b divise B^ , et 
ainsi de suite. 

Les deux manières d'effectuer la division peuvent être 
appliquées pour T essai direct des racines commensurables 
fractionnaires. On choisira l'une m Tautre, suivant les cm. 

Exemples, 

!• Reprenons T équation 

4a?* — 28a?' +45a?~ftr— i8teo, 
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dont il a déjà été question. Après avoir reconnu que cette 
équation n'a pas de racine entière, cherchons les racines 

fractionnaires. Essayons d'abord -; si nous calculons le 

quotient de droite à gauche, comme pour les racines entières, 

il faudrait diviser successivement par-, ce qui revient à 

multiplier par s ; toutes les opérations seraient possibles, 
et il faudrait aller jusqu'au bout pour voir si le reste est nuL 
Au contraire, en calculant de gaucfae à droite, il faut mnl- 

tiplier successivement par - ce qui revient à diviser par a ; 

nous emploierons donc de préférence ce second procédé : 

^multiplié par-donne 2, et — s8..«.»— s6-, — aS multiplié 

par-donne— i3et + 45 +32; + 32 multiplié par- 

m M 

donne + 16 et — 6.,.,, +10; +10 multiplié par - donne 
+ 5 et — 18..... — 13. Il arrive ici que l'opération se pro- 
longe jusqu'à la fin ; mais le reste — 1 3 n est pas nul ; donc - 
n'est pas racine. 

Essayant de la même manière, toutes les opérations 

s 

sont possibles, et l'on arrive à un reste nul ; donc est 

racine, et l'on a le quotient 

4r' — Zox* + 60a? — 36 = o, 
ou, en divisant tous les termes par 2, 

2X^ — \5x* + 5oa: —18 = 0. 



RAGllfES GOllMEnSURABLES. 257 

Après avoir essayé encore une fois , on essayera -, 

5 

mais en allant de droite à gauche : — 18 divisé par - 

5 

donne — 12 ; ajoutant + 5o on a + 18 qui, divisé par-, 

donne +12; ajoutant — 15 on a — 3 qui, divisé par-, 

donne — 2 ; ajoutant le premier coefficient + 2, on obtient 

3 

un résultat égal à zéro. Donc - est racine, et le quotient 

5 

de la division par « est 

2X* — 120? -j- 12 = 0, 

ou 

ar*— 6a:+ 6 = 0. 

Cette équation du second degré donne deux racines incom- 
mensurables. 

* 

2* Trouver les racines commensurables de l'équation 

i5x* + i6a?'— 46a?' — 5a? -f 6 = o. 

Après avoir reconnu que cette équation n'a pas de ra« 
cine entière, on essayera la fraction ^ en allant de gauche 
à droite, et l'on verra que cette fraction est racine. Dans 
l'équation simplifiée, on essayera les factions d^-r, ± ?, 

et Ton verra que — -^ est racine. L'équation à laquelle on 
arrive, ayant son premier coefficient égal à l'unité, n'a plu3 

17 
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de racine commensurablerVoici le tableau de§ calculs ; 





i5ar*-f- i6a:' — 46x* — 


5a: + 6 = 








^ 


1 


+3 


a 






+ ai + 4 


—3 


— a 








1 


— a 

+ • 


— 3 
6 






+ 


1 


— i 


— 6 






i5, +ai, —39, — 


18, 





1 
3 


— 




5j:r'-f-7X*— i3a? — 6: 


= t 


9 






5, +« 






1 

5 






5, +6 






1 
~5 






5, +9 






a 
5 






5, 4-5, — i5, 0, 






2 






ic*4"^ — 3 = 0. 











1 88. Remarque I. Nous avons expliqué (n"" 182) par quelle 
suite d'opérations, étant donné un polynôme X, on peut 

trouver des polynômes X|, X,,Xg, foraée, le preoûer 

des facteurs simples du polynôme proposé, le second des 
facteurs doubles, le troisième des facteurs triples, etc. Ces 
opi^atims CQnsifttaot ea diviaions, il est clair que ^ le po- 
lynôme proposé X a ses coefficients commensurables, les 

p(dynômes X,, X,, , qu'on en déduit, auront aussi leurs 

coefficients commensurables. Supposons que le poly- 
nôme X n'ait qu'une racine a d'un même degré n de mul- 
tiplicité; le polynôme X» sera du premier degré, et par 
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conséquent la racine a fournie par Féciuatiou du premier 
degré X^=o, à coefficients commensurables, ^ra^coaimen- 
surable. Ainsi » quand une équation à coefficients eommensui^ 
râbles a une seule racine d'un mime degré de mulHpUcité^ 
cette racine est commensurable. 

189. Remarque II. Lorsqu'une équation de troi^ëme de-* 
gré admet des racines égales, elle a, ou une racine double 
et une simple, ou une racine triple; dans les deux cas, 
d'après ce qui a été dit précédemment, les racines sont 
commensurables. 

Lorsqu'une équation du quatrième degré admet des 
racines égales, elle a, ou une racine double et deux racines 
simples, ou deux racines doubles, ou une racine triple et 
une racine simple, ou une racine quadruple. Dans le pre- 
mier cas la racine double est commensurable, dans le 
troisième cas la racine triple et la racine simple le sont 
également, et de même dans le quatrième cas la racine 
quadruple. Mais, dans le second cas, les deux racines dou- 
bles, étant données par une équation du second degré, 
sont en général incommensurables. 

Lorsqu'une équation du cinquième degré admet des ra- 
cines égales, elle a ou une racine double et trois simples, 
ou deux racines doubles et une simple, ou une racine d'un 
degré égal ou supérieur à trois; dans tous ces cas, l'une 
au moins des racines est commensurable. 

Ainsi, quand une équation^ à coejficienis commensurables 
et d'un degré égal ou inférieur à cinq, a des racines égales, 
cette équation a au moins une racine commensurable, ex- 
cepté quand le polynôme est du quatrième degré et carré par- 
fait. 

Tant que le degré de l'équation ne surpasse pas cinq, on 



L 
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peut donc ae dispenser d'appliquer à l'équation la méthode 
des racines égafes, qui exige en général de longs calculs. 
Après avoir reconnu que le polynôme n'est pas carré par- 
fait, on appliquera à Téquation la méthode des racines 
commensarables ; mais, quand l'équation est d'un degré 
plus élevé, elle peut avoir des racines égales sans avoir des 
racines commensurables. 

Exercices. 

!• Appliquer la méthode des racines égales aux équa- 
tions * 

x'— 7x''— ax*+i*8x'— aSgx*— 85«*46isu:'— io8x — 4^3=0 
ar*-j- ^x^+x^ -f 6û:*-|-7j:* — îM5*-j-3a;*+a«*— i ax — 8=0, 
a:*— 8a?'+a4:c'— 32x4- i6=o, 

2* Chercher les racines commensurables des équations 

a?' -|- 5a:* + ^' "" i6x' — aox — 16=0, 
»a?' — 53x-f- io5 = o, 

6j:*— 19a;' + »5a:* — aoa:' +4^^' — 16 := o, 
iSx* + i6x' — 4Gx*— 5a; -f 6 = o. 



CHAPITRE V. 



THÉORÈME DE ROLLE. 



190, Théorème. Deux racines réelles consécutives d'un 
polynôme entier comprennent au moins une racine réelle de 
la dWvêe. 
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Soient a et 6 deux racines réelles consécutives du poly- 
nôme entier f{x); supposons a plus petite que b et imâgi- 
nons que l'on fasse varier a; de a à b; pour a;=a la fonc- 
tion f{x) est nulle; elle s'annule de nouveau pour x=b. 
Ainsi, quani x varie de a à 6, la fonction f{x) part de zéro 
pour revenir à zéro; comme elle reste finie et continue, 
elle passe par un maximum en valeur absolue ; la dérivée 
f(x) change donc de signe, et, comme elle reste elle-même 
finie et continue, elle passe par zéro. La dérivée, peut s'an- 
nuler plusieurs fois, parce que dans l'intervalle de a à 6, 
la fonction f{x) peut éprouver plusieurs alternatives d'aug- 
mentation et de diminution. Ce théorème est v/*ai pour 
les fonctions continues quelconques, quand la dérivée est 
elle-même finie et continue. Nou^ nous sommes servi de 
cette propriété au n*" 137 pour la démonstration de la série 
de Taylor. 

r 

191. Corollaire. Deux racine$ rielles consécutives de la 
dérivée ne comprennent pas plus d*une racine réelle du poly^ 
nôme proposé. Car si deux racines réelles consécutives a' 
et b' de la dérivée comprenaient deux racines réelles a et 6 
du polynôme proposé, ces deux racines réelles a et 6 com- 
prendraient elles-mêmes une racine de la dérivée, ce qui 
est impossible. * 

Mais il n'est pas certain qu'entre les deux racines c(msé- 
cutives a' et b' de la dérivée, il y ait une racine du poly- 
nôme proposé. Pour décider la question, il sufiira de 
substituer a' et b' à la place de x dans le polynôme ; si l'on 
obtient deux résultats de même signe, il n'y a aucune ra- 
cine dans l'intervalle ; si Ton obtient deux résultats de signes 
contraires, il y a une racine. Soient a', 6', c', . . . h' les ra- 
cines réelles de la dérivée f(x) rangées par ordre de gran- 



^ 



I 
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deur croissante. Dans le polynôme f(x) substituons la suite 
des quantités 

^ci^, of, V, c\ A', -f" ^^ 

et examinons les s^nes des résultats. Chacun des inter- 
valles comprendra zéro ou une racine du polynôme /'(â;), 
suivant que les résultats seront de môme signe ou de signes 
contraires. Ainsi, quand on sait résotidre ladérivétf on petU 
trouver le nombre des racinet rielUê de t équation proporie. 
Si n est le nombre des racines réelles de la dérivée, le 
nombre des intervalles étant n + 1 , on en conclut que 
l'équation proposée admet au plus n + 1 racines réelles. 

Équations du troisième degré. 

192. Considérons l'équation du troisième degré 

a?'+ Ai«* + Aj« 4- A,=:o. 

Si Ton égale à zéro la dérivée, ou obtient une équation du 
second degré 

5a;* -j- aAjX -j- Aj = 0. 

Pour que l'équation proposée ait ses trois racines réelles, 
il faut d'abord que la dérivée ait ses racines réelles. Appe- 
lons a' la plus petite racine de la dérivée^ b' la plus grande, 
et substituons dans le polynôme du troisième degré ta suite 
des quantités 

Pour df «=-*-»>, on a un résultat négatif, pour a? i= qo un ré- 
sultat positif; si a' donne un résultat positif, b' un résultat* 
égatif, chacun des intervalles, présentant un changement 
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de signe, coœprefiâra use racine réelle, et l'équation du 
troisième degré aura ses trois racines réelles* 

193. Mais nous réduirons d'abord l'équation à une forme 
plus simple. On peut toujours, par une transformation 
facile, faire disparaître le second terme d'une équation. 
Soit l'équation 

Posons x=y + h; l'équation devient 

(y + kr + k,{y + k)^'' + =0, 

ou 

y"» + (wi + AJy"»-* 4- =0. 

Si Ton faitftsa: — — ^, le coefficient du second terme s'éva- 

m 

nouit, et l'équation prend la forme 

Il était aisé de prévoir ce résultat. Là relation y=x — h 
signifie que les racines d§ la nouvelle équation sont égales 
respectivement aux racines de Féquation proposée dimi- 
nuées de la quantité constante h ; la somme des racines de 
la seconde équation est égale à la somme des racines de la 
première, c'est-i^ire à --A^, moins mft; si dono on fait 

A 

ft = ^, cette somme est nulle, et par conséquent le 

coefficient du second terme est nul. 

Pour réduire Téquation du troisième degré, on posera 

A 

x = y — •^, et l'on ramènera ainsi l'équation à la forme 

plus simple 
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Par cette transformation, les racines réelles restent réellesi 
les*racines imaginaires restent imaginaires. 

19i. Cherchons maintenant la condition pour que Téqua- 
tion 

x'+/>a: + j = o 

ait ses trois racines réelles. L'équation 

3x*-f p=o 

devant avoir ses deux racines réelles, il faut que le coeffi- 
cient p soit négatif; supposons cette condition remplie; 
nous aurons 



■■=-v/-|. '-vZ-l- 



On doit avoir en outre fia!) > o, c'est-à-dire 



ou 



(*) 



_£i/Zi>_£ 



La condition f{b') < o se déduira de la précédente en chan- 
géant le signe du radical et le sens de l'inégalité, ce qui 
donne 






ou 



3 V 5 



(2) -^-\/-S>f. 
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Le coeflScîent p étant négatif, les premiers membres de ces 
inégalités dont des quantités positives. Supposons 9 > o ; 
l'inégalité (1) , ayant son second membre négatif, sera tou- 
jours satisfaite ; l'inégalité (2) ayant ses deux membres po- 
sitifs, on peut les élever au carré, et l'on en déduit 



(0 



>.2 



ou 



,3, $)•+©•< o. 

Supposons maintenant g<o; c'est l'inégalité (2) qui est 
toujours vérifiée, et l'inégalité (1) conduit à la même iné- 
galité (3) . D'ailleurs, l'inégalité (8) ne peut être satisfaite 
que si le coefficient p est négatif. 
Ainsi, pour que Véquation 

ait ses trois racines réelles^ il est nécessaire et il suffit que ses 
coefficients satisfassent à Vinégalité 

Quand le premier membre de cette inégalité est une 
quantité positive, l'équation n'a qu'une racine réelle. 
Quand cette quantité est nulle, l'équation a deux racines 
égales, comme nous l'avons vu au n"" 181* 

Exemples. 
!• L'équation 
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dans laquelle le coefficient du second terme est {MWtif, n'a 
qu'une racine réelle ; cette racine est positive. 
2'' L'équation 

a ses trois racines réelles. La transformation en —-â^ n'ayant 
qu'une variation, une seule racine est négative, les deux 
autres sont positives. 
S"" L'équation 

X» — 6r + 6 = o 

n'a qu'une racine réelle. Cette racine est négative. 

i* Déterminer les dimensions d'un cylindre circul2m*e 

droit, dont on connaît la surface totale et le volume. 

Ai** 
Désignons la surface par l^ttà^ et le volume par-^; 

appelons x le rayon de la base et y la hauteur. On a les 
deux équations 



— , (2) x»~aû«a:+- 



(*) y = ^^ W x^-^a*x+^ = o. 



L'équation (2) admet toujours une racine négative, qui ne 
convient pas à la question. Pour que le problème soit pos- 
sible, il faut que l'équation ait une racine positive, et par 
conséquent ses trois racines réelles ; la condition est 



b*< 



"sfl- 



Quand cette condition^ est remplie, l'équation ayant deux 
racines positives auxquelles correspondent des valeurs pc> 
sitives de y, le problème admet deux solutions. Quand 



'•=«V^ 



6' = a'\/^, ces deux solutions se confondent en une 
seule. 
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Équations du quatrième degré. 

195. Si l'on fait disparaître le second terme» l'équation 
du quatrième degré se ramène à la forme 

(i) a?*4-Aa?* + Rr + C=:o. 

Posons aî= -; l'équation devient 

En égalant à zéro la dérivée, on obtient l'équation 

4Cy» + 5By* + aAys=o, 
ou 

y(4Cy* + 3By + aA)=:o, 

• 

que l'on peut résoudre. On saura donc reconnaître com- 
bien l'équation (2), et par suite combien l'équation pro- 
posée, admet de racines réelles. 
Soit, par exemple, l'équation 

(3) a;*— ax* — ax -f * = o, 

que l'on ramène à l'équation 

(4) y*— ay'— ay* + i = o, 

en posant a? = — . La dérivée 

ay{ay* — 5y— a) = o 

a ses trois racines réelles ^ o, + >• Les quantités 



a 
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substituées dans le polynôme (i), donnent les signes 

On en conclut que T équation (&) a deux racines réelles et 
comprises, Tune entre o et 2, l'autre entre s et 4-^- 
L'équation proposée admet aussi deux racines réelles et 

comprises, Tune entre et-, l'autre - et +^- 

199. On peut ramener la résolution d'une équation du 
quatrième degré à celle d'une équation du troisième degré. 

Un polynômedu quatrième degré est le produit de quatre 
facteurs du premier degré {x—a) {x — b) {x — c) (x— d). 
Le produit {x — a) (a? — 6) de deux facteurs quelconques 
du premier degré donne un facteur du second degré 
x^+px + q; le polynôme du quatrième degré admet donc 
six facteurs du second degré, et par conséquent les coeffi- 
cients p et 9 ont six valeurs ; la recherche de ces coefficients 
dépend donc d'une équation du sixième degré. Mais, si Ton 
met l'équation proposée sous la forme 

on a a + 6 + c-fd = o, d'où a+b= — (c+d); les va- 
leurs de p sont égales deux à deux et de signes contraires; 
l'équation du sixième degré, qui donne l'inconnue p, ne 
contiendra donc que des puissances paires de p, et par 
conséquent s'abaissera au troisième degré. 

Quand on divise le polynôme x* + Ax* + Ba; + C par 
x^-^-px+q, on obtient un quotient du second degré 
x*^px+ (A + p* — g), et un reste du premier degré 

[B + m-p(f^ +P')] x + [C^ ^A + />'-?)]. 
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Ce reste devant être identiquement nul, on a les deux équa- 
tions 

B+ a/>y — p(A+p*)=o, 
De la première on déduit 

cette valeur substituée dans |a seconde donne Téquation 

(3) p\k + p*y — 4Cp« — B« == 0. 

Si l'on pose p* = z, cette équation s'abaisse au troisième 
degré 

(A) z(z + A)' — 4Cz — B* = 0. 

Lorsque l'équation (1) a ses quatre racines réelles, l'équa- 
tion (4) a ses trois racines réelles et positives. Lorsque 
l'équation (1) a deux racines réelles et inégalesr et deux 
imaginaires, ou ses quatre racine imaginaires, l' équa- 
tion (A) a une racine réelle positive et deux imaginaires. 
Pour résoudre complètement l'équation (1), il suffit de cal- 
culer l'une des racines de l'équation (4) ; à cette valeur dep 
correspond une valeur de q donnée par l'équation (2) ; on 
connaît alors deux facteurs du second degré, le diviseur et 
le quotient. On résoudra donc les deux équations du se- 
cond degré 

a?* + P^ + ? = ^ 

ar* — px + (A + /)* — j) = o. 

Équations trinômes. 

197. La méthode dont nous avons fait usage pour trou- 
ver le nombre des racines réelles de l'équation du troisième 
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degré «'applique à l'équation trinôme 

Si l'on prend la dérivée, ou obtient l'équation 

ou 

(2) , x"-'(»na;«-» + «A) = o. 

doat on sait trouver les racines réelles. 
On peut aussi l'appliquer k l'équation 

(3) «" + A«"-> + Bit-»rfC=o, 

Car si l'on prend la dérivée, on obtient l'équation 

mx"-« + (w — I ) Aa;»-» + (m — 2)B«-» = o, 
ou 

(4) *^»[mit* -f (»» ^ i)A» + (m — a)B} = o, 

que l'on peut résoudre. 
On ramène l'équation 

à la forme précédente, en posant »«= i. 

y 
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LIVRE VIL 



DES DIFFÉRENCES. 



CHAPITRE PREMIER. 

PRINCIPES DE LA THÉORIE DES DIFFÉRENCES. 

198. Étant donnée une suite de m + i quantités 

^09 ^i> ^8> ^Z9 % ^m> 

si l'on retranche chacuqe d'elles de celle qui la suit, on a 
les différences premières de ces quantités. On est convenu de 
désigner ces différences par la lettre A. Ainsi Ton représente 
par Au^la différence u^ — u^^^par Aw^ ladifférence Wj— w^, etc. 
Les différences premières forment une suite de m quan- 
tités 

Aw^, Am,, Aw„ , AiWi; 

si Ton retranche de même chacune d'elles de celle qui la 
suit, on aies différences des différences premières, ou les 
différences secondes des quantités proposées. On les désigne 
par le symbole AA ou plus simplement A*. Ainsi l'on repré- 
sente par ^\ la différence Ati^^-Ati,^, par A*u, la diffé- 
rence Aw, — Au, , etCi 
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Les différences secondes forment une suite de m — i 
quantités 

aX, ^X^ ^*«^ff ^*««-«> 

dont on peut prendre les différences premières, ce qui 
donnera les différences troisièmes des quantités proposées ; on 
désignera ces différences troisièmes par le symbole AA' ou 
plus simplement A'. En continuant de la même manière, 
on obtiendra les différences des divers ordres des quantités 
proposées. 

199. Les m + 1 quantités proposées ont m différences 
premières, et par suite m — i différences secondes, m --a 
différences troisièmes, et enfin une seule différence de 
Tordre m. On ne peut pas aller au delà. Nous disposerons 
le tableau des différences de la manière suivante : 



«0 


A«o 


A'«, 


A'«o 


A*«, 


«. 


^«1 


A'u, 


A»K, 


A*u, 


«. 


Au, 


A*«, 


A'k, 




«. 


Au, 


A««, 






«» 


Au^ 








«i 











A»w, 



mettant dans la première colonne verticale les nombres 
proposés, dansla seconde colonne les différences premières, 
dans la troisième les différences secondes, et ainsi de suite. 
On remarque que l'indice de A reste le même dans une 
même colonne verticale, et l'indice de u dans une même 
ligne horizontale. Pour former ce tableau, on retranche 
chaqw nrnnbre de celui qui est placé au^ssous de lut, H on 
écrit le résultat à droite du premier. Ainsi on obtient Au^ en 
retranchant u^ de u^, Au^ en retranchant w^ de u, , ... ; de 
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même ^\ en reti*anchant Au^ de Au^ , A'u^ eo retran- 
chant Au^ de AU|, On a, en général, par définition 

si Ton retranche l^u^ du nombre A u^+^ placé au-dessous de 
lui, on obtient le nombre A^'^'u^ placé à droite du premier. 
Soient, par exemple, les six nombres i, lo, 2 5, 4^9 70, 
98. En appliquant la règle précédente, on formera le 
tableau des différences jusqu'au cinquième ordre : 





A 


6* 


A» 


A* 


t 


9 


6 


— 2 


5 


10 


i5 


4 


3 


—8 


35 


»9 


7 


-5 




44 


26 


2 






70 


28 






98 











15 



Oq commence par écrire les six nombres proposés dans une 
colonne verticale. Retranchant chacun d*eux du suivant, 
on a les différences premières 9, i5, 19, 26, 28, que Ton 
écrit dans une seconde colonne*, retranchant chacun des 
nombres de cette seconde colonne du suivant, on a les dif- 
férences secondes 6, 4> 7^2, que Ton écrit dans une troi- 
sième colonne, et ainsi de suite jusqu'à la différence cin- 
quième à laquelle s'arrête le calcul. 

200. Réciproquement, si l'on donne le premier nombre 

u^ et ses m différences successives Aw^, ihi^^ > ^^Wo» ^^ 

peut reconstituer le tableau et reproduire les m autres 

nombres tij, w^, , w«. En effet, puisque Ati^ssu^—- ti^, 

on a Uj = w^ + Aw^. De même, puisque A*u^ = Au, — Ati^, 

iS 
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on a At«^ =: iu^ -f- A*tf ^ ; connaissant Au^ , on obtient 
Uj =r tf j + Au, . On a de ]a même manière A'n, =AX + ^\ ? 
Au, = AUj + A*Uj , Ug = u, + Au, , et ainsi de suite. On 
remarque que chaque nombre du tableau égale le nombre 
placé au-dessus de lui, plus celui qui est à droite de ce der- 
nier ; car on a, en général, par définition 

A»>-X = AX^,-AP«„, 

d'où Ton dédwil 

APu,,, = AX + A«-X; 

le nombre A^u^^j égale le nombre A'^Un placé au-dessus de 
lui, plus le nombre A'^*u^ placé à droite de ce dernier. 

On procède par lignes obliques, comme Tindique le 
tableau précédent; nous avons déjà calculé les trois pre- 
mières lignes obliques ; on continuera de la même manière : 
le nombre A^u^ ajouté à A'u^ donne A'u, ; celm-ci ajouté à 
A'u, donne A*u, ; celui-ci ajouté à Au, donne Au,; enfin, ce 
dernier ajouté à u, donne u^. Recommençant à partie de 
ASq , on formera successivement les nombres A*ti, , A^^ii, , 
AV3 , Au^ , u, de la ligne obtiîque suivante, et ainsi de 
sciiee. En ponssant l'opération de proche en proche jtisqu'à 
&ru^ , tm arrivera finalement à u„,. 

Soient, par exemple, le nombre 1 et ses cinq différences 
successives 9, 6, — «, 5, — i5. On appliquera la ri^le 

précédente et Ton dira: 9 et i ïo; 6 et 9*.... i5 

et 10 25; — 2 et &..... h et i5 19 et 25..... 44; 

6 et — 2...«. 3 et 4 7 ^^ 19 ^6 et 44*-*»- 70» 

— i5et5 — 8 et 5 —5 et; 2 et 26 28 et 

3û 9*- 

2^. Neuir avons vu que, lorsqu'on donne le nombre t^^ 
et s€s m éSflRérenGes succe$sives A^^^j *^X» *• ••> ^"'•o» ^ 
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peut, par un calcul de proche eu {yroehe, trouver lés nom^ 
bres u^^u^^ ..om tinr* Cherchons maintenant une formule 
algébrique donnant Texpressiom d'un terme quelconque u^ 
de la suite en fonction des quantités données. 
Puisqu'olï a par déûnitî6n Att^ = ti^ — u^, on éû déduit 

OnademèmeUj^=:ttj+AWf Delà relation A\=iiu^ — Au^ 
on déduit Aw^ = Au^ -f A*u^ ; si dans Fexpressîon de u^ on 
remplace u^ et ^u^ parleurs valeurs, il vient 

ou plus simplement 

On a de mteM 

u^ = t<| -f" ^^r 

Nous connaissons u,; on en déduit facil^ooent Au^. Imagi- 
nons en effet que, dans le tableau des différences (n*" 199) , 
on supprime la première colonne verticale, les différences 
premières constitueront leâ nombres proposés, les diffé- 
rences secondes deviendront les différences premières, e?t 
ainsi de suite. C'est comme si Ton augmentait d'une unité 
f indice de la lettre A dans chaque terme. Or il est clair 
que lé tableau ainsi modifié jouira des mêmes propriétés 
que te tableau primitif; nous avons trouvé la relation 

no»s aurons maintenant 

Si éaiTs la relation w, = w, + Au^ on remplace w, et Au^ 
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par leurs valeuis, il vient 

Le même raisonnement peut être répété indéfiniment. 
On a 

Nous connaissons m, -, on en déduit facilement Aw,. Si l'on 
imagine comme précédemment la première colonne verti- 
cale supprimée, ce qui revient à augmenter d'une unité 
rindice de la lettre A dans chaque terme, la relation 

«^5 = Wo + 3Aw^, + 3A'Wo + AX 

deviendra 

Attj = ^v^ + SA'Wo + 3A«Mo + AX- 

En remplaçant u^ et Au, par leurs valeurs, on a 

W,=rw,+3Atto+3AX+AX =Wo+4AWo+6A«Mo+4^X+^'«o' 
+ Aw,+3A«tio+3AV.o+AX 

On reconnaît les coefficients du développement de la 
puissance d'un binôme; l'expression de w, a pour coeffi- 
cients ceux du carré d'un binôme; l'expression de w, ceux 
du cube; l'expression de u^ ceux de la quatrième puis- 
sance. Nous ferons voir que cette loi est générale. Pour 
cela, nous démontrerons que, si elle est vraie pour w^, elle 
l'est aussi pour w„,j , c'est-à-dire que si l'expression de 
u^ a mêmes coefficients que la n' puissance du binôme, 
l'expresston de u^^^ aura mêmes coefficients que la n-fi' 
puissance. Soit donc (a*» 36) 
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Si Ton imagine la première colonne verticale supprimée, 
ce qui revient, comme nous Tavons dit, à augmenter d'une 
unité rindice de la lettre À dans chaque terme, cette rela- 
tion devient 



En substituant ces valeurs de u„ et de Au. dans la relation 



u^^.=Un + ^u^, on a 






' ^' Ax +cî; ax +A*+v 






Mais on sait que Ci + i = C*_^, , C' + CJ^ = Cj^^ , , et 

que, en général, C^ + CJ~* = Cl^^\ la relation précédente 
se réduit donc à 

«n^-i = Wo + Cl^-iAw^ + C'+j A'w, Cn+iA^w, + A^-^^u^. 

On voit que, si la loi est vraie pour u^ , elle Test aussi pour 
ti„^.j. Comme elle est démontrée pour m, , w, , ti^ , elle Test 
pour M,, ti,, , et par conséquent pour un terme quel- 
conque. 
Ainsi nous avons la formule générale 

(«) t/„==iio + ;Ae.,+*i^^":"-i^^^^^ + AX. 

Au moyen de cette formule, on obtient chacun des nom- 
bres m^, Wj, Ug, , Wm, en donnant à n Tune quelconque 

des valeurs 0, 1,2, m. On peut écrire cette formule 

■s. 

sous la forme symbolique 

en convenant de développer (i + A)** suivant la loi du bi- 
nôme, comme si la lettre A désignait une quantité, et de 
regarder ensuite les exposants comme des indices. 
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On àonm^ par &xemi^^, I9 oonabre u^ et 9^ sMq Mé* 

t<^=i, Aw^=9, A\=x6, AX=— a, A\ = 5, AX=— i5. 

Si dans la formule (a) on fait n=49 on a 

tt^ = 1 -f- 4»9 + ^«^ — 4« a + 5 = 70. 

On obtient ûnsi directement le nombre 70 que Ton a trouyé 
précédemment par un calcul de prpche en proche, 

202. Nous avons vu aussi (n* 199) que, lorsqu'on donne 
les m + 1 nombres 

^09 Wj, w,, ti^, 

on peut, par un calcul de proche en proche, trouver les 
m différences successives du premier de ces nombres, sa- 
voir. 

Cherchons de même une formule algébrique donnant l'ei- 
pression de Tune quelconque de ces différences en fonction 
des nombres donnés. 
On a d'abord 

On a aussi par définition 

A'u^ := AM| — AWp, 

Mais Au, =u, — M, ; si dans l'expression de AX on rem- 
place Am^ et Am, par leurs valeurs, il vient 

aX = (w, — Wj) — (Wj — Wo) = «*, ~ a«i + «0- 
On a de même 

aX =5 A'Uj -^ A'Wo» 
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Nous connaissons A\\ il est facile d'en déduire d'u^. 
Imaginons que dans le tableau des différences on supprime 
la première ligne horizontale, la seconde ligne deviendra la 
première, la troisième la seconde, etc.; c'est comme si Ton 
mettait u^ à la place de*u^ , u, à la place de u^ , etc. ; en un 
mot, c'est comme si l'on augmentait d'une unité l'indice de 
la lettre u dans chaque terme. Il est clair que le tableau 
ainsi modifié jouira des mêmes propriétés que le tableau 
primitif. Nous avons trouvé la relation 

nous aurons maintenant 

Si dans la relation AX = ^'^i — ^**^o ^° remplace A*Wo 
et ùl\ par leurs valeurs, il vient 

Le même raisonnement peut être répété indéfiniment. 
On a 

A*w^ = A'tij — A'tt^. 

Nous conuaissons A'ti^. Si l'on imagine encore la première 
ligne horizontale supprimée, ce qui revient à augmenter 
d'une unité Tiodice de la lettre u dans chaque terme, lu 
relation 

devient 

En remplaçant A^^t A\,par leurs valcu»*s, on a 
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A»îi^=w^— 5w5+5«*f"-«'4 — w^— 4W5+6WJ— 4Wj+«j, 

On reconnaît encore les coef&cients du développement 
de la puissance du binôme. L'expression de A'u^ a pour 
coefficients ceux de (a— t)*, Texpression de AX ceux de 
(a — 6)', l'expression de à\ ceux de (a — 6)\ Démon- 
trons que la loi est générale : admettons-la pour àru^ et 
soit 



Si Ton imagine la première ligne horizontale supprimée, 
ce qui revient, comme nous l'avons dit, à augmenter 
d'une unité tous les indices de la lettre ti, cette relation 
devient 



AX = Wn+l— C„«n 



^n^n-j>+l 



U^, 



Dans la relation A^^^^ti^ = A"îij — A^u^ remplaçons A*u^, et 
A'^u^ par leurs valeurs, nous aurons 



1 



— l 



OU, en simplifiant, 



W^ + Cn 



u 



iu-1 



t •• • • 



c! 



»-l 



U 



n+l-p 



U 



«> 



A'^+X^^^HH— cLi^n + c'^iW»*-* dbCtt^,^ ±«0' 

On voit par là que, si la loi est vraie pour A**!!^ , elle Test 
aussi pour A'^^^Wq. Comme elle a été démontrée pour 

à\ , à\ , à^u^ , elle est vraie pour à\ , à\ , , et par 

conséquent pour une différence d'ordre quelconque. 
On a donc la formule générale 



1 . 1 . X 



n-.f 



«,. 
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Au moyen de cette formule on obtiendra chacune des m 
différences successives de u^ , en donnant à n Tune quel* 
conque des valeurs 1,2, m. On peut écrire cette for- 
mule sous la forme symbolique A"u^ = (u — 1)*, en rem- 
plaçant dans le développement les exposants par des in- 
dices et le dernier terme 1 ou u^ par u^. 

On donne, par exemple, les six nombres 1,10, 25, 44t 
70 et 98. Si Ton fait n = 4 dans la formule (^), on aura 
directement la différence 

obtenue précédemment par une valeur de proche en 
proche. 

Différences d'une fonction. 

203. Soit u = f[x) une fonction quelconque de la va- 
riable x; si Ton donne à la variable m + 1 valeurs 

X^y X^y X^f X„, 

la fonction prendra une suite de valeurs correspondantes 

dont nous pourrons prendre les différences des divers or- 
dres, comme nous l'avons expliqué précédemment. Ordi- 
nairement les valeurs données à la variable forment une 
progression arithmétique dont on appelle h la raison. Sup- 
posons que X représente l'un quelconque des termes de la 
progression, rc + ft étant le terme suivant ; les valeurs cor- 
respondantes f(x) et f{x + h) de la fonction auront pour 
différence première f{x + h) — f{x) ; c'est une nouvelle 
fonction de x que Ton nomme différence première delà fonc- 
tion proposée et que Ton désigne par A/'(a?). Si dans cette 
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fonction tkf{x) on remplace successivement ûc par chacuo 
des termes de la progression , on obtiendra les m différ^ices 
premières que fournissent les m + i valeurs de la fooo 
tion. 

De même, si Ton donne à x deux valeurs eoosécutiyes 
x^ix-\-h^ les valeurs correspondantes de la fonction A/(x) 
auront une différence iif{x + ft) — ^x) ; c'est une nou- 
velle fonction de x que Ton nomme différente $econde de la 
fonction proposée et que l'on désigne par A'/(.r). Et ûosi 
de suite. 

Prenons comme exemple la fonction 

w=:a*; 

nous aurons 

Ainsi on forme la différence première de la fonction a* en 
multipliant cette fonction par la quantité constante a*— i. 
On aura de même 

à.^u=^ax[a^ — 1)% 

Considérons encore la fonction 

w c= a?(x + A) (a? + aA) [^ + («— »)*]; 

nous aurons 

Aw = (a: + A) {x +• aA) [x + nh) 

— x(x + A) . .... [^ + (n — i)A] 
=:nA(^-f A) (x-j- aA) [x + (w i)A]. 

La fonction proposée est du degré n; pour former la ait- 



férence Ati» on a multiplié par le nombre des facteurs et 
par la raison h et Y on a supprimé le premier facteur. 
En appliquant la même régie, on écrira de suite 

^ A«w = n[n — i) h\x + aA) (x + 3A) [x + {n— i)A], 

A*M = n(n -^ i)(w — a) 5.a.iA*- 

On ^trouve de la même manière 

et pftr suite 

A' sin a? = — 2* sîn' - sin {x -|- h), 

A' cos a? = — a' sin* - cos [x + A), 

a 

A' sin a: = — a' sin^ - cos 



A sin ar = a sm - cos 

a 

A cos a? = — a sin - sm 

a 



A* sin X = a* sin* - sin (x + aA), 



A' cos a? = a' sin*^ - sin 

a 



A* cos X = a* sin* - cos [x + aA). 

a 



Différenees d'une fonction entière. 

204, Considérons en particulier la fonction entière du 
degré m. On a, en développant d'après la loi connue, 

^U^f{x + h)^f{x)=:=r(x]h + r{x)^+ 



i.a 
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ou 

On voit que la différence première est un polynôme entier 
en X du degré m — i « et qu'elle contient en facteur la rai- 
son h de la progression arithmétique. Si l'on représente 
cette différence première par hf^ (x) , on a de même 

A^ii = h[f,{x + A) - f,{x)] = h [/^;(x)* :(x) ^ + ....], 

A«ti = A«[/^;(x) + A'(a;)^+ ]. 

La différence seconde du polynôme proposé est un poly- 
nôme entier en x du degré m— 2, et contient ft* en facteur. 
Si on représente cette différence par h*f^{x)^ on a de 
même 

A»ti = h^[f,{x + A) - A(x)] = A« [r,{x)h + n[x) ^ + ...], 

t^'u = h'^f,[x)^f^{x)^+ } 

La différence troisième est du degré m — 3 par rapport ïx 
et contient ft' en facteur, et ainsi de suite. En général la 
différence d'ordre n est du degré m — n par rapport à x et 
contient A*» en facteur. Enfin la différence d'ordre m sera du 
degré zéro par rapport à x ; ce sera donc une constante, et 
par conséquent les différences d'un ordre plus élevé seront 
nulles. Ainsi une fonction entière Au degré m admet m dif- 
férences successives. 
Soit 



1 
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la fonction entière proposée, ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de x. Cette fonction étant la 
somme des termes qui la composent, sa différence d'un 
ordre quelconque est égale à la somme des différences du 
même ordre de ses différents termes. Il en résulte que la 
différence première ne dépendra pas du terme constant A^, 
puisque la différence de ce terme est nulle ; la différence 
seconde ne dépendra pas des deux derniers termes 
A^i X + A«„ puisque la différence seconde de cette partie 
est nulle ; en général, la différence d'ordre n ne dépendra 
que des termes dont le degré est égal ou supérieur à n; 
enfîn la différence d'ordre m ne dépendra que du premier 
terme A^x"^. Nous nous proposons de calculer cette diffé- 
rence d'ordre m. 

Dans le polynôme f^(x) , la partie du degré le plus élevé 
estf (a;); son premier terme est mA^a?•»-^ Dans le polynôme 
/',(x), la partie du degré le plus élevé est fl{x) ; le premier 
terme de f, (x) étant mA^x*^\ le premier terme de fl{x) ou 
de f^{x) est m(fn — i)A^a?**''. De môme le premier terme 
de f^{x) ou de f^{x) est m (m— i) (m — ajA^oî^^-S et ainsi 
de suite. En continuant la même loi, on a enfin 

/*^(a:) =m(m — i) S.a.iA^, 

et par suite 

^r'u:=; i.a.3 mkji''\ 

Nous avons dit que les différences successives Ati, A'u, 
A'w, •.., A^^M contiennent en facteurs ft, ft% ft', •.., fe**. Il en 
résulte que lorsque la raison h de la progression aritbmé* 
tique est très-petite, les différences de la fonction sont 
elles-mêmes très-petites. Les différences premières sont 
des quantités petite» du premier ordre ; les différences se- 
condes des quantités petites du second ordre, etc. 



286 



LITRE m, CHAP. I. 



Exemples. 

!• Former les carrés des nombres entiers. Considérotis 
ht fonction u = a?*, et supsposons qfue Ton donne à x leâ 

valeurs d, i, s, 3, , en progression arithmétique. La 

fonction étant du second degré, la différence seconde ih 
est constante et égale à i.2.ft% c'est-à-dire à 2, puisque ta 
raison h est Tunité; les différences d'un ordre plus élevé 
sont nulles. Pour commencer le tableau, il suffit d'écrire 
les deur premiers carrés et 1 avec leur différence pre- 
mière i et la différence seconde 2 trouvée directement. 





à 


A« 


6 


I 


a 


1 


5 


ii 


4 


^ 5 


a 


9 


7 


2 


16 


9 




25 







On répétera la différence seconde constante 2 dans la 
troisième colonne autant que Ton voudra, et l'on dira, en 
calculant par lignes obliques, d'après la règle établie au 
n* 200: 2 et i...3 et i...4; ^ et 3.. .5 et 4. ..9; 2 et S...; 
et g. ..16; en continuant de cette manière on formera les 
carrés des nombres entiers consécutifs. 

S» Former les cubes des nombres entiers. Considérons la 
fonction m^x* et donnons encore à x les valeurs succes- 
sives 0, 1, 2, 3... en progression arithmétique, ta fonction 
étant du troi^nïe degré, la différence troisième sera con- 
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^nte et égale à i.t.SA' on 6. Pour coinmencer le tableau 
BOUS éerirona les trois preoners cubes o, 1,8, d'où nous 
déduirons les différenees premières 1 et 7, et la différence 
^conde 6 ; mettant ensuite à la droite la diiCèreDce troi-^ 
siëme constante 6 troorée dit eetemeot, oa pourra effectuer 
le calcul des lignes obliques et obtenir les cubes des nom^ 
bres entieFS coneôcutifs. 






à 


A« 


A' 


1 


6 


6 


1 


7 


12 


6 


8 


'9 


18 


6 


27 


57 


î4 




64 


61 






125 






* 



i^ Trouver la somnie des carrés des n premiers nombres. 
CcHisidéroûS la suite des quantités 

%=Z0*^ U^=0^+l^y Wj=0'+l'+2*, «3=0*+ l*+2'+3% ; 

les différences premières sont les carrés consécutifs i% 2% 

5*, ; il résulte de ce qui a été dit précédemment que 

les différences secondes des différences premières, ou les 
différences troisièmes des nombres proposés, sont con- 
stantes et égales à 2 ; et par suite que les différences d'un 
ordre plus élevé sont nulles. Écrivons le commencement 
du tableau avec les trois premiers nombres w^ , u^,u^\ 



Wo = 0« 


AWo = 1 


^\ = 5 


tt, =r0*+ 1* 


Aw, = 4 




W, = 0«4- 1»+ 2« 







Servons-nous mainleuaot de la formule (a) démontrée 
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auû«201, formule qui exprime un terme quelconque n. 
de la suite des nombres proposés au moyen du premier 
d*entre eux et de ses dilTérences successives; ici les diffé- 
rences d'un ordre supérieur au troisième sont nulles ; le dé- 
veloppement se réduira donc à ses quatre premiers termes, 
et Ton aura 

Wn = w^^ + nAw^ H —^ A'w^ H j— ^-^ AX, 

et, en remplaçant les différences par leurs valeurs, 

3n(n — 1) 2n{n — i)(w — a) w(n + i)(îin + i) 

«'n= w i -— 1 TTH ^ Â • 

1 • a 1.2.0 o 

&* Trouver la somme des cubes des n premiers nombres. 

Considérons la suite des quantités m^=o', Uj = o'+i'» 

ti,=o'+i'+2%w,=o'4-i'-f 2'+3% ; les différences 

premières sont les cubes consécutifs i% a', 3% , les dif- 
férences troisièmes de ces différences premières, ou les 
différences quatrièmes des quantités proposées, sont con- 
stantes et égales à 6 ; les différences d'un ordre plus élevé 
sont nulles. On écrira le commencement du tableau avec 
les quatre premiers nombres 



Mo = 0* 



AWo= S 



Aw,= a7 



AX= 7 



A*w^= 12 



£i\-6. 



2/j=o'+i' + a' 

Les différences d'un ordre supérieur au quatrième étant 
nulles, la formule se réduit à ses cinq premiers termes, et 
l'on a 

, ^ , n(n— i)^, , n(n— i)(n— a) 



1 • a 



1 .a.5 



H(n-i)(«-a)(n~5) 
1 • a. 0.4 



J 
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et, ea remplaçant les différences par leurs valeurs, 

■ 7»(«--') , ._,_ .w„ .X . «(n-i)(n-a)(n— 5) 

«»= «H H an(«— i)(n— a) H 7 

_ n*{n + 1)* 

On retrouve ainsi les formules déjà obtenues par d'autres 
moyens (n" 41 et 47) . Cette méthode permet de trouver 
avec la même facilité la somme des puissances quatrièmes, 

ou des puissances cinquièmes, , des nombres entiers 

conséciuifs. 

Calcul des valeurs d\ine fonction entière quand on donne 
à la variable des valeurs en progression arithmétique* 

205. Considérons d'abord un polynôme du troisième 
degré 

tt = ar^-|- Sx* — 170: + 5. 

Nous nous proposons de calculer les valeurs que prend ce 
polynôme pour les valeurs entières 

> — 3, — a, — i, 0, a, 3, 

positives ou négatives, données à la variable x. En substi- 
tuant directement les trois nombres simples — 1,0, + 1, 
on obtient les trois résultats 2^, 5, et — 8. Avec ces trois 
valeurs, on forme deux différences premières — 1 9 et — 1 5, 
et une différence seconde 6. La fonction étant entière et du 
troisième degré, on sait que la différence troisième est 
constante et égale à 1.2. 3.A^ft% c'est-à-dire à 6 dans 
l'exemple actuel; les différences d'ordre supérieur sont 
nulles. On peut donc prolonger le tableau indéfiniment par 
lignes obliques d'après la règle du n'* 200, et obtenir les 

19 



L, 
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valeur» du polyndme pour «= a, «=3, etc. Voici ladis- 
position du tableau : 



X 


u 


À 


A» 


— l 


24 


>9 


6 





5 


— 13 


12 


+ > 


— 8 


— 1 


i8 


a 


— 9 


17 


a4 


5 


8 


4i 


3o 


l\ 


49 


71 




5 


12() 







A» 



6 
6 
6 
6 



La première colooMe verticale contient les valeurs de la 
variable x, la seconde les valeurs correspondantes de la 
fonction, et les suivantes les différences, comme à Tordi- 
uaire. La dernière colonne contient la différence troisième 
constante 6 que Von répète indéfiniment. On calcule en 

disant : 6 et G 12 et — 13 — 1 et —8 —9, 

valeur de la fonction pour x = 2. Recommençant alors une 

nouvelle ligne oblique, on dit: Cet 12 18 et — 1 17 

-et —9 8, valeur du polynôme pour a?= 3, etc. 

On peu! aussi prolonger le tableau vers le haut et trouver 
Içs valeurs de la fonction pour x = — 2 , o; = — 5, etc. On 
remarque» en effet, que tout nombre an tableau est égal au 
nombre placé au-dessous de lui^ moins celui qm est à droite 
du premier; car, de la relation générale 

on déduit 

apm, = ax.j-a''^X; 

lé iiorobre ikm„, égale le nombre A*t*^,j placé au-dessous de 
hiiy moins le nombre y^^iu qui est à sa droite. 
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On procédera donc de la manière suivante : 
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— 7 


—73 


71 


— 5o 


6 


6 


— 1 


4i 


-a4 


6 


— 5 


4o 


17 


— 18 


6 


-4 


57 


— 1 


— la 


6 


— 3 


56 


— 13 


—•6 


6 


— 3 


43 


— »9 





6 


— I 


34 


»9 


6 


6 


X 


u 


A 


A* 


A» 



La ligne horizontale inférieure contient la vàl#ur de la 
fonction et ses différences successives pour a5=^ i» va- 
leurs trouvées ptécédemment, et Ton a répété ia diiFérence 
troisième constante 6. Si de la différence seconde 6 on 
retranche la différence troisième 6, on a la différence se- 
conde qui correspond à a:= — s ; si de la difTérence pre- 
mière — 19 on retranche la différence seconde o, on a la 
différence première — 1 9 qui correspond à a?= -^2 ; enfin, $i 
du nombre 24 on retranche cette différence première — 19, 
on obtient la valeur 43 du polynôme pour a; =1 — 2. On a 
formé de la sorte la seconde ligne horizontale au nsoyen de 
la première. De la seconde on déduira de même la troi- 
sième ; on dira : o moins 6 donne **- 6 ; -*• tg moios 

— 6 — 13; 45 moins — 13 56; telle est la valeur du 

polynôme pour a? = — 3. Continuons encore: — 6 moins 

6..... — 12; — 13 moins — 1«.,... — 1556 moins — 1 

57, valeur du polynôme pour x= — 4» et ainsi de suite. 
Le calcul se fait ici par lignes horizontales successives. 
Ordinairement ces deux tableaux sont réunis quand la place 
le permet, et constituent un seul et même tableau que Ton 
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peut prolonger à volonté vers le bas par additUms succes- 
sives, vers le haut par soustractions. 

206. Soit maintenant un polynôme du quatrième degré 

On subsistuera directement à la place de x les quatre nom- 
bres — 1, 0, 1, 2, ce qui donne les quatre valeurs corres- 
pondantes — 13, 5, 7 — 19, avec lesquelles on forme trois 
différences premières 16, 4» —«6, deux différences secondes 
— is, — 3o, et une différence troisième — 18; on connaît 
d'ailleurs la différence quatrième, qui est constante et égale 
à i.3.3.4*Aoft^ ou 34^ puisque la fonction est du quatrième 
degré ; les diiférences suivantes sont nulles. Ou a ainsi tout 
ce qu'il faut pour pouvoir effectuer le calcul et le prolonger 
4ans un sens ou dans l'autre. 
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A 


A* 


A* 


A» 


— 3 


111 


— 110 


96 


— 66 


a4 


— a 
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-. 14 


3o 
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24 
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16 
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24 
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24 
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-69 


— 44 


60 


78 
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— ii5 


16 


i38 
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97 


i54 
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57 











207. Considérons, en général, une fonction entière 
u^fipc) du degré m; supposons que l'on donne à la va- 
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riable m valeurs en progression aritbmétiqae 

^0^ ^0 + A> ^0 + ^K y a?^ + (nt — 0*> 

et que Ton connaisse les m valeurs correspondantes 



^0» ^1 > ^2 9 9 ^m— 1 



de la fonction. Avec ces m valeurs, on formera m — i diffià- 

rences premières, m — 2 différences secondes, , et 

enfin une différence de Tordre m — 1 . La fonction étant en- 
tière et du degré m, on sait que la différence d'ordre m est 

constante et égale à 1. 2 mAjr^ et que les différences 

suivantes sont nulles. On a ainsi tout ce qu'il faut povu: 
calculer le tableau des différences ; si Ton efieetue le calcul 
par lignes obliques en descendant, on obtiendra lesr va- 
leurs de la fonction qui correspondent aux termes suivants 
œ^-^mh, oôf^'f{m-\-i)h^...,de\si progression arithmétique; 
si, au contraire, on remonte par lignes horizontales, on 
trouvera les valeurs qui correspondent aux termes précé- 
dents or^, — fe, Xq — 2ft, En résumé, le calcul de m va- 
leurs par .substitution directe suffit pour que l'on puisse 
trouver toutes les autres. 

Il est à remarquer que la substitution directe d'un nom- 
bre a à la place de x s'effectue assez simplement d'après le 
procédé du n** 162. On opérera sans rien écrire comme si 
Ton voulait diviser le polynôme par x — a ; le reste est le 
résultat cherché. 

Signification géomélrique des différences du premier 

et du second ordre. 

208. Suj>posons que Ton porte sur la ligne horizon- 
tale OX, à partir du point fixe 0, des longueurs OP^^, OP^, 
OP,, ,égalesaux valeurs aî„, a?,, j?,, , que Ton donne 
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à la variable x et que Ton 
élève des perpendiculsdres 
ou ordonnées P^M^j, P^M,, 
P,M, , . . . égales aux valeurs 
correspondantes M^, u^, u,... 
de la fonction. Si par les 

points Mj, M,, on mène 

â«s horizontales M^N^, M,N^v«« jusqu'à la rencontre des 
ordonnées précédentes, on voit que les différences pre* 

miëres Au^, Au^ , seront représentées par les longueurs 

U^Hç , M,N, , affectées du signe + ou du signe —, sui- 
vant que les ordonnées vont en augmentant ou en diminuant 
Dans le cas où les valeurs de x sont en progression arith* 

métique , par les deux 
points M,, Mj, faisons pas- 
ser une droite jusqu'à la 
rencontre de la première 
ordonnée en G^,; par les 
deux points M,', M, , une 
droite jusqu'à la rencontre 
de la seconde ordonnée en G^, et ainsi de suite; les lon- 
gueurs Hlfi^i MjGj, prises avec le signe + ou le signe—, 
représenteront les différences secondes A'wq» A*Mj,.,. En 
effet, les triangles M^N^G^^ , M^N^M, sont égaux, et l'on a 
N,G,=M,N,=Au,;doncM,G,=N,G,-MA=Au,-Au,= 
A'w,^ , etc. Lorsque la différence seconde est positive, le 
point G^ est au-dessous de M^ et la courbe tourne sa concavité 
vers le haut; c'est ce qui a lieu dans la première figure. 
Lorsque la différence seconde est négative, le point G^ est 
au-^desstts de M^ , et la courbe tourne sa concavité vers le 
bas ; c'est le cas de la seconde figure. 
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CHAPITRE IL 



Interpolation. 



209. Supposons que Ton ait trouvé par un moyen quel- 
conque les m+ 1 valeurs 



t/p , Wj , Wj } • »• , , V, 



cpie prend une fonction lorsqu'on donne à la variable m -f i 
valeurs 

Interpoler ^ c'est trouver les valeurs de la fonction pour les 
valeurs intermédiaires de la variable. 

Par exemple, on a calculé les logarithmes des nombres 

entiers de loooo à looooo. Interpoler, c'est trouver le lo- 

*garithme d'un nombre fractionnaire compris daps l'un des 

intervalles. . ^ 

Autre exemple : par des expériences directes, on an^e- 
sure la tension maximum de la vapeur d'eau pour d^s tem- 
pératures de 10 en 10 degrés, depuis loo jusqu'à aoo de- 
grés. Interpoler, c'est trouver la tension de la vapeur pour 
une température intermédiaire. 

Le problème de l'interpolation n'est pas déterminé, pj^rce 
qu'on ne connaît pas en général la nature de la fonction, 
mais seulement certaines valeurs particulières, et qu'il es^. 
împosible d'en déduire rigoureusement les autres valeurs;, 
on conçoit, en effet, qu'il existe une infioité de fonctioi^s 
qui prennent de? valeurs données pour m + i valeurs de 
la variable, sans qu'elles se confondent pour cela dans les 
intervalles. Afin de bien mettre ceci en évidence, imagi- 
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■ 

nons qae Ton représente les valeurs données de la fonction 







par des ordonnées, et supposons que l'on trace une courbe 
passant par les m -f i points M^, M^ , M, ,.•••» B,insi ob- 
tenus ; l'ordonnée de cette courbe représentera une cer- 
taine fonction u = /(aî) admettant les m + i valeurs 
données; si maintenant l'on donne à x une valeur inter- 
médiaire OP quelconque et que l'on mesure la longueur 
de l'ordonnée correspondante MP, on aura la valeur cher- 
chée de la fonction; la courbe tracée résout donc le pro- 
blème de l'interpolation. Mais il est évident que par les 
m-f-i points donnés, on peut faire passer une infinité de 
courbes. Ces diverses courbes donneront pour la même va- 
leur OP de X des valeurs différentes MP, MT. Ainsi il y a 
indétermination. Si l'on emploie une courbe pour effectuer 
rinterpolation, ce qui est un moyen très-commode dans la 
pratique, on aura soin de la tracer aussi unie que possible, 
en évitant les sinuosités inutiles. 

En algèbre, on effectue l'interpolation en cherchant une 
fonction entière du degré m qui admette les m + i valeurs 
données. Alors la question est complètement déterminée ; 
nous démontrerons, en effet, qu'il existe toujours une 
fonction entière du degré m jouissant de ces propriétés, et 
qu'il n'en existe qu'une. Une fois cette fonction trouvée, 
on pourra calculer les valeurs qu'elle prend pour des va- 
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leurs intermédiaires quelconques de x; mais ces valeurs 
calculées ne doivent être considérées que comme des va- 
leurs approchées de la fonction inconnue. On conçoit que 
les erreurs commises seront d'autant plus petites que le 
nombre des valeurs données sera plus grand et surtout que 
les intervalles seront plus petits. 

Formule de Lagrange. 

210. La question que nous avons à résoudre est la sui- 
vante : trouver une fonction entière du degré m qui admette 
m + 1 valeurs données 

«0> ^IJ "î^ > «'w 

pour m + 1 valeurs données 

de la variable x. 

Proposons-nous d'abord de déterminer une fonction en- 
tière du degré m qui prenne la valeur u^ pour 05=0?^, et 

s'annule pour les m valeurs x^^x^^ a?« de la variable x. 

Ce polynôme entier du degré m, que nous désignerons par 

Xq , devant admettre les m racines oî, , a?, , x^i sera de 

la forme 

On déterminera la constante k^ par la condition que le 
polynôme prenne la valeur u^^ pour a? =«?<,, ce qui donne 
la relation 

d'où 

^ "0 - 

* (x, — a;,)(ar,— a:,) ,.... (x, — x„)' 
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on aura dooc 

Proposons de même de déterminer une fonction entière du 
degré m prenant la valeur u^ pour ;r =0?^ et s* annulant pour 
les m valeurs a:^ , ic, , oî^ ...... j?«» de la variable x. Ce poly- 
nôme, que nous désignerons par X,, devant admettre les m 
racines œ^^x^^x^^ a?«» , sera de la forme 

X^=:A^(x-^x^)[X'^x^){x—x^) (a: — J?J, 

et Ton déterminera la constante A^ par la condition que le 
polynôme prenne la valeur u^ pour x = aî^, ce qui donne la 
relation 

Wj = A j(a?, — x^) [x^ — a;,) [x, ---x,) {x^ ^x^) , 

d'où 

u 



A,= 



1 



et par suite 

{x — x^){x—x^){x—x^) :..,. {x — xjj ^ 

^ ,- — "^ I I ■ I — ^«^i^— — — I II I —^—1 I I I I 1 1 II ll., 

1^1 ^o) l^l *^t/ (^1 "^ ^8/ (^*1 *^«i) 

Nous formerons, suivant la même loi, une fonction en- 
tière X, du degré m qui prenne la valeur w, pour x=x^ei 

s'annule pour les m autres valeurs x^^x^^ a?,, a;« de 

la variable a?, etc. ; enfin une fonction entière X,» du degré m 
prenant la valeur tim pour ti=:Xm et s' annulant pour les m 
autres valeurs x^, x^^ x^^ x^_^ de la variable 05. 

Revenons maintenant à la question proposée. Il s'agit de 
trouver une fonction entière du degré m qui admette les 
m -\- 1 valeurs données 
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pour les t» + 1 taleurs 

r 

de la variable x. Il est dair que la fonction 

w = Xo + X, + X.+ +X«., 

somme des m+ 1 fonctions précédentes, jouit des propretés 
énoncées; car si Ton faitâ;=â?^, la fonction X^ prenant la 

valeur u^ et chacune des autres X^ , X^ , X«, s' annulant, 

. on aura u=^u^. De même si l'on fait x=aî, , la fonction X^ 
prenant la valeur u^ et chacune des autres X^, X, ,•.... X« 
s' annulant, on a u = u^; et ainsi de suite. Enfin, si Ton 
fait x=Xm, la fonction X^ prenant la valeur u^ et chacune 
des autres s' annulant, on aura us» u^. 

Ainsi la fonction cherchée u est donnée par la formule 
suivante, trouvée par Lagrange, 

(X^ Xq) (X, — X^) . .• . • (X^ — Xf^j 

211. Nous avons trouvé une fonction entière du degré m 
jouissant des propriétés énoncées. On démontre aisément 
qu'il n'en existe qu'une, c'est-à-dire que si deux polynômes 
entiers du degré m sont égaux pour m + i valeurs de a?, 
ils sont identiques. Soient en effet, 

Ax"^ + B^"»-* + H, 

A'a:"» + B'x*^* + H', 

ces deux polynômes; en les retranchant l'un de l'autre, on 
aurait une équation du degré m 

( A — A'^T'^ + {B — B >*•-* + -f. (H — H') = o, 



I 
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ayant m + i racines, ce qui est impossible. 11 faut donc 
que les coefficients soient respectivement égaux, et alors les 
deux polynômes sont identiques. 

Formule de Newton. 

212. La formule de Lagrange est générale ; elle est vi-aie 
quelles que soient les m + i valeurs données à la variable ; 
celle de Newton se rapporte spécialement au cas où ces va- 
leurs sont en progression arithmétique. 

Soient 

^o> ^0 + ** ^0+^^ ••••• ^o + **A, x^-}- mh 

les m -f* 1 valeurs données à la variable x ; 

«0» "l> ^19 Ky ^m 

les valeurs correspondantes de la fonction w. Avec ces tn+i 
valeurs on peut former les m différences successives 

Reprenons la formule (a) du n* 201 

Wn=«o + 7 ^^0 i — r;— ^ «0+* • •• H — — z ^x» 

qui exprime un terme quelconque de la suite proposée au 
moyen du premier et de ses n différences successives. Le 
second membre s'arrête à A'^Wo ; mais on peut, sans incon- 
vénient, le prolonger jusqu'à A*"!*,, et l'écrire de la manière 
suivante 

(1) K = x^ + -àu^+ ^ ^ ^ à\ + 

+"'"-'^ <"-"'+'^x> 

1.2 m 
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car les termes ajoutés aiosi, contenant le facteur n — n, 
sont n,uls. Appelons x un terme quelconque x^ + nh de la 
progrei^ion arithmétique, et u la valeur correspondante u^ 
de la fonction. Nous posons x=(jc^^nh; il en résulte 

X X 

n = — r--^. Si l'on remplace n par sa valeur dans l'équa- 
tion (1), il vient 



Al a \ h j 1.2 



+^-(^"-) (^-"■+0r 



A*"w 







m 



On voit d'abord que le second membre ds l'équation (B) est 
une fonction entière du degré m par rapport kx; carie 
second terme est du premier degré, le troisième du second, 

; le dernier, étant un produit de m facteurs du 

premier degré, est du degré m; ce terme du degré m, ne 
pouvant se réduire avec aucun autre, subsistera nécessai- 
rement dans le polynôme qui sera ainsi du degré m. On 
voit ensuite que cette fonction prend les m+ 1 valeurs don- 
nées Ujj, Mj, Uf^ pour les m+ i valeurs données 

de x; car si dans cette fonction on remplace x par un 
terme quelconque x^-^nh de la progression arithmétique, 

ou — r — 2parn, elle devient évidemment égale au second 
h 

membre de l'équation (1), c'est-à-dire à la.quantitéWn. 

Ainsi la formule (B) nous donne bien la fonction entière 
du degré m, qui, pour m + 1 valeurs données de x en pro- 
gression arithmétique, prend les m + 1 valeurs données 

M^ , Wj , M„». C'est la formule d'interpolation de 

Newton. Elle contient, non pas précisément les valeurs 
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données de la fonction, mais les différences successivQ^ 
qu'on en déduit, et ceci est un grand avantage, paroe que, 
CCS différences diminuant trës*>rapidement, on se «bornera 
dans la pratique aux premiers termes, et on négligera tous 
les autres. 

213. Afin de simplifier, posons — j-^=zz, la formule (B) 
devient 

(C) u = wo + 7 K + —^ ^X + 

, z{z — i) (z — m+i) 

1 . a m " 

Si Ton interpole dans le premier intervalle, c'est-à- 
dire de Xf^hx^+ h^ z est une fraction moindre que Tunilé. 

Lorsque les différences d*un ordre supérieur au premier 
sont assez petites pour qu'on puisse les négliger, la for- 
mule se réduit à ses deux premiers termes 

L'accroissement u —u^ùe la fonction est proportionnel à 
Taccroissement z de la variable ; on dit dans ce cas que Ton 
interpole par parties proportionnelles. C'est le mode très- 
: simple d'interpolation que l'on emploie quand, au moyen 

[ des tables de logarithmes, on cherche les logarithmes des 

nombres fractionnaires. Réciproquement, si Ton veut trou- 

îi ver la valeur de la variable qui rend la fonction égale à ane 

•/ |i 

quantité donnée u, on a s= — : — -» 

n ^ Au, 

Quand on conserve les deux premières différences, la 
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formule d'interpolation devient 

, dz — i) ., 
1. a 

Alors la question inverse se résout au moyen d'une équation 
du second degré, dont on calculera la racine comprise entre 
et I , l'autre racine étant en général très-grande à cause 
de la petitesse du coefficient de «^ (i" partie, n'* 160). 

Exemples. 

1* Trouver la fonction entière du troisième degré, qui 
admet les valeurs 5, — 8, — g, 8, pour les quatre valeurs o, 
1, 2, 3 de la variable. Le tableau des différences donne 
M^j=:5, Am^^ = — 13, A*w^=ia, A'*Ujj = 6^ substituant dans 
la formule (B) , on a la fonction cherchée 

« = 5 — i5x + 6x[x — i) + ^(^ — (^ — ^) > 
ou, en ordonnant, 

ti =r a?' + 3a;* — 17X + 5. 

2*» Trouver la fonction entière du quatrième degré qui 
admettes valeurs 1, — 13, 3, 7,-19, pour les cinq valeurs 
— 2, — 1, o, 1,2 de a?. On formera les différences 

que Ton substituera dans la formule (B) , ce qui donne 

W= I l4(^+ 2) + l5(a7 + 2)(X + 7{^-\- 2)(X+ 0*^ 

-^ (X + 2){X + l)x(x --- 1), 

OU, eo ordonnant, 

u = x' — ^x^ — yx^ + 1 5j; + 3. 
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3<* La fonction u = logx a pour différences successives 
A«=log(x+A)-log«=log(.+^)=M(^-^. + ^-...), 
A'w = Iog(«+ aA) — alog{x-(-A)+Iogxa= log(i-| — j— alog[i+-| 

a'm = log [x + SA) — 5 log (x + aA) -j- 3 log (x + A) — logx 

= «(^- )• 

Pourft=i et a:=iooo, on a 

A w = 0^00004 34^70 76863, 
A*w = — 0,00000 00043 4^*076 , 
A'w «= 0,00000 00000 00868. 

On voit que les différences décroissent très-rapidement; 
la différence seconde étant moindre que l'unité du huitième 
ordre décimal, on peut la négliger lorsqu'on prend les loga- 
rithmes avec sept décimales, comme cela a lieu avec les 
tables de Callet, et interpoler par parties proportionnelles. 

Limite des racines d'une équation algébrique, 

214. Nous avons déjà indiqué (n**185) une manière de 
trouver une limite supérieure des racines d'une équation 
algébrique. La méthode des différences fournit aussi une 
limite. Imaginons que la fonction entière u=^f(x) du 
degré m soit représentée par la formule (B) 

X — x^ Awn X — x^ fx — x^ \ A*w„ 

w = u,+ — ^— â + :^-:îl(±^^ ,) -Ji2_|_ 

h 1 h \ h /l'î* 

X — x^ [x — j?A \ Ix — a?A \ A*^A 
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comme nous venons de Texpliquer» et supposons que toutes 
les quantités 

w,, am^, aX, , AX 

soient positives, la raison h de la progression étant ayssi 
positive. Si l'on donne à la variable x une valeur supé- 
rieure à x^ + Çm — i)ft, tous les facteurs binômes que 
renferme le second membre deviendront positifs; car le 
demiei^ 

X "*■" Xê 







— (m— ï), 



qui est le plus petit d'entre eux, acquiert alors une valeur 
positive ; la fonction étant une somme de termes positifs, a 
nécessairement une valeur positive. Il en est de même si 
Ton donne à a? la valeur x^-\^{m —\)h\ car cette valeur, 
annulant le dernier facteur binôme et par conséquent le 
dernier terme, mais laissant positifs tous les autres, le 
polynôme sera encore une somme de termes positifs. Ainsi, 
X croissant indéfiniment à partir de ^^,+ (m — i)A, la 
fonction conservera toujours une valeur positive sans de- 
venir nulle; donc l'équation f{x)=o n'a pas de racine 
positive égale ou supérieure à la quantité x^ + (w* — 0'*^ 
Cette quantité est une limite supérieure des racines po- 
sitives de l'équation ; on donne en général ce nom à toute 
quantité positive plus grande que la plus grande raison 
positive. 

Dans l'exemple du n* 205, nous voyons que, pour a;= 3, 
le polynôme a une valeur positive 8 et que les différences 
correspondantes 4 1 1 3o, 6 sont aussi positives. En faisant 
ft = 1 et oîq = 3 dans la formule x^ + (*w — 0*» ^^ ^^ ^^"' 
clui que 5 est une limite supérieure des racines de l'équation 

x' -[- 3jj' — \yx -j- 5 = o. 

20 



V 
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De même, dans l'exemple du n"" 200, nous voyons que 
pour a: = 6 le polynôme a une valeur positive 57, et que 
toutes les diiïérences correspondantes sont aussi posiliTCS; 
car, pour les former, on n'aurait h additionner que des quaQ- 
tités positives. Le degré m étant ici égal à 4f on en conclut 
que 6 + 3 ou 9 est une limite supérieure des racines de 
l'équation 

Mais le groupement des termes fournit en général une 
limite moins élevée. Si l'on écrit les deux équations précé- 
dentes sous la forme 

X (x* 4- Sx — 17) 4- 5 = 0, 
x*{x* — 5x — 7) + iSt + 5=0, 

on reconnaît que 3 est une limite supérieure des racines de 
la première, 7 une limite supéiîeure des racines de la se- 
conde. 

215. Le tableau des différences donne aussi une limite 
inférieure des racines. Supposons que, pour la valeur x^ 
attribuée à la variable x, la suite des quantités 

présente des signes alternés; je dis que x^ est une limite 
inférieure des racines de l'équation. Car si l'on donne à x 
une valeur plus petite que x^ en valeur relative, chacun 
des facteurs 

X """" Xq X -~* Xq X "■■ Xf^ I 
X * ""^Â ** •••••> T '— Wl-(-I> 

ayant une valeur négative, tous les termes de la formule f B) 



RACINES INCOMMENSUBABLES. 307 

ont le même signe ; donc le polynôme conserve toujours le 
même signe quand x varie Atx^k— o», et par conséquent 
x^ est une limite inférieure des racines. Dans les exemples 
précédents, — 6 et — 2 sont des limites inférieures. 



CHAPITRE m. 



CALCUL DES RAGIiHES INCOMMENSURABLES DES ÉQUATIONS 

ALGÉBRIQUES. 

Équation du troisième degré. 

• 

216. Nous avons indiqué (liv, VI, ch. 4) la manière de 
tt ouver les racines commensurables d'une équation algé- 
brique. Occupons-nous maintenant du calcul des racines 
incommensurables. La première chose à faire est de séparer 
les racines, c'est-à-dire de former des intervalles compre- 
nant les racines réelles de T équation, de manière qu'il n'y 
ait qu'une racine dans chaque intervalle. Pour effectuer la 
séparation des racines, on substitue ordinairement des 
nombres équidistants, et quaij.d il s'agit d'une équation 
algébrique, on abrège beaucoup les calculs par le moyen 
des différences. 

Reprenons l'équation du troisième degré 

a-*' + 3*r- — 17X -j- 5 = 0. 

La règle de Descartes montre que cette équation a une ra- 
cine réelle négative, et zéro ou deux racines positives. Kn 
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substituant directement les. trois nombres — i, o,-f i) et 
continuant le calcul par les âiiïércnces, comme nousTavons 
expliqué au n"" 205, on obtient le tableau suivant : 



X 



— 6 

— 5 

-4 

— 3 

— a 

o 
1 

2 

5 



u 



40 

57 
56 

43 

24 

5 

— 8 

- 9 

8 



4i 

»7 

— 1 

— 13 

— »9 

—19 
— 13 

— I 
17 



-24 
—18 

13 

— 6 
o 
6 

13 

18 



6 

6 

6 . 

6 

6 

6 

6 



Le polynôme ayant des valeurs de signes contraires 
pour ;i; =0 et â?=: 1 , on en conclut qu'une première racine 
réelle positive est comprise entre o et 1 ; la seconde ra- 
cine positive est comprise entre 2 et 3; la racine négative 
entre — 6 et - 5. L'équation proposée a ses trois racines 
réelles, et ces racines sont séparées. 

On a ainsi les racines à moins d'une unité près. Pour 
avoir Tune d'elles à un dixième près, on substituera des 
nombres équidistants d'un dixième dans rintervalle qui la 
comprend. Par exemple, pour trouver la racine comprise 
entre 2 et 3, on substituera des nombres équidistants d'un 
dixième entre 2 à 3. On pourrait substituer directement 
trois nombres 2 ; 2 , 1 ; 2 , 2 -, puis continuer par les dififérenceg ; 
mais on évite la substitution directe des deux nombres 2,1 
et 2,2 qui entraînerait à des calculs assez longs, en 
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cherchant les différences successives qui se rapportent à 
x=2 quand la racine de la progression arithmétique de- 
vient égale à — et déduisant ces nouvelles différences des 

10 

premières. 

217. Voici une manière simple d'effectuer ce calcul pour 
le cas spécial du troisième degré. 

Soit 7(0?) un polynôme du troisième degré. On a, d'après 
ce qui a été dit au n® 204 , 

A»/ia;)=A»[/'/(x)47';'(^) ;^]=*Y.(*). 

AV(x)=AY,'(x). 

Le polynônae /, {x) est ici du second degré, et le polynôme 
/,(») du premier degré. Si l'on remplace les dérivées de 
ces polynômes par leurs valeurs, 

f;{x)=f"(x)+nx)JL, 

1.2 



^'(x)=/.»=r(^). 



il vient 



A/'(x) = /"(x)A + -ffl-A« + fflA', 

AY(a;) = rWA* + rWA% 
tL'fix) = /"'{x)A». 

La différence troisième est constante. La seconde exprès- 
sion peut être remplacée par une autre plus simple ; car on 
a par définition 

Ay(a? — A) = aY(x) — AY(ar — A) , 
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d'où l'ou déduit 

AV(a; — h) = AY(a;) — &*fix — A) = f"[x)k*. 
Il en résulte finalement les relations suivantes : 

à}f(x - A) == f"[x)h\ 

A/(x) = na?)A + --^1^^ i + -^^ • 

Nous remarquons que f'"Çx)h^ égale la différence troi- 
sième, que ("{x)h^ égale la différence seconde antérieure, 
c'est-à-dire celle qui correspond à ap — fc, et que, pour trou- 
ver f{x)h^ il faut de la différence première retrancher la 
moitié de la différence seconde antérieure, et le sixième de 
la différence troisième. 

Supposons maintenant que la raison de la progression 
arithmétique devieune dix fois plus petite, c'est-à-dire égale 

à — , et désignons par 8 les différences qui correspondent 

à cette nouvelle progression-, pour trouver ces nouvelles 
différences, il suffira, dans les expressions précédentes, de 

remplacer la lettre A par 8 et ft par — , ce qui donne 

1000 1000 

\ 10/ 100 100 

' 10 a o 

La comparaison de ces formules avec les précédentes nous 
donne les règles suivantes : !• On obtient la nouvelle diffé- 
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rence troisième en divisant par loooï ancienne différence troi^ 
9ième. 2<' On obtient la nouvelk différence seconde antérieure 
en divisant par loo T ancienne différence seconde antérieure. 
3*> Pour trouver la nouvelle différence première^ de V ancienne 
différence première retranchez la moilié de Vamienne dif- 
férence seconde antérieure et le sixième de la différence troi^ 
sième^ divisez le résultat par i o et ajoutez^y la moitié de la 
nouvelle différence seconde antérieure et le sixième de la dif- 
férence troisième, 

218. Exemple I. Appliquons cette méthode à l'équation 
f{x) = x' + 3a?* — 170? -j- 5 ."= 0. 

Cette équation a une racine comprise entre o et i ; pour 
calculer cette racine à un dixième près, nous supposerons 
que la raison de la progression arithmétiquey qui était 

l'unité, devienne égale à — , et nous formerons le tableau 

^10 

suivant : 





X 


u 


A 


A* 


A» 




— 0,1 

00 

0,1 
0,2 

0,3 

0,4 


5,000 
3,33 1 
1,728 

o»ï97 
— 1,256 


— 1,669 

— i,6o3 

— i,53i 

— 1,453 

• 


0,060 
0,066 
0,072 
0,078 


0,006 
0,006 

0,006 



Nous supposons ici que, dans les formules de transfor- 
mation, x=^o. En divisant par looo l'ancienne diiférence 
troisième 6, on a la nouvelle 0,006; l'ancienne différence 
seconde antérieure 6, celle qui correspond à a? = — 1, di- 



312 LIVBE VII, CHAP. iir. 

visée par loo, donne la nouvelle différence seconde anté- 
rieure 0,06, celle qui correspond à — 0,1. Si de Tancienne 
différence première — 15, on retranche 3 + 1 = 4, c'est- 
à-dire la moitié de la différence seconde antérieure 6 et le 
sixième de la différence troisième 6, on a — 17, valeur 
de f(o); divisant ce résultat par 10 et à - 1,7, ajoutant 
o,o3-f 0,001 =o,o5i , c'est-à-dire la moitié de la nouvelle 
différence seconde antérieure 0,06 et le sixième de la diffé- 
rence troisième 0,006, on a la nouvelle différence première 
— 1 ,669. Avec cela on peut continuer le tableau. On voit 
que la racine est comprise entre o,3 et 04. 

Si Ton veut obtenir cette racine à un centième près, on 
partagera l'intervalle de o,3 à 0,4 en dix parties égales; 

la raison de la progression arithmétique, qui était — , de- 
vient égale à—; on déduira donc les nouvelles diffé- 
rences des précédentes d'après la règle énoncée. 



0,39 

o,5o 
o,5i 



0,32 



0,197000 
0,048091 
■o^ioooSa 




148909 
i48ia5 



780 
786 



Les nouvelles différences renferment six chiffres décimaux ; 
pour abréger, nous les écrivons en transportant la virgule 
de six rangs vers la droite. La racine est comprise entre 
o,3i eto,32. 

Pour avoir la racine à un millième près, on partagera 
en dix parties égales l'intervalle de o,3i à o,32, et des der- 
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nières différences on déduira les nouvelles d'après le même 
procédé. 



309 
o,5io 
0,51 1 
0,3 la 
0,3 1 3 
0,3 14 



0,048091000 
o,o3324323i 
O,oi84o33a8 
003571297 
— 0,011 a5a856 



14847769 
i48399p3 

i483ao3i 

i48a4i53 



A« 


6 


7860 


7866 




787a 




7878 









La racine est comprise entre o,3 1 3 et o,S 1 4< 

210. Exemple IL Dans l'exemple précédent, les racines 
ont été séparées par la substitution des nombres entiers ; 
mais il n'en est pas toujours ainsi. Dans ce cas, on examine 
dans quel intervalle sont situées les racines qui n'ont pas 
été séparées, et Ton partage cet intervalle en dix parties 
égales. Soit l'équation 

a?' — 7x + 7 = o. 

Le tableau de substitution des nombres entiers 



-4 


—39 


3o 


— 18 


6 


— 3 


1 


la 


— la 


6 


2 


i3 





— 6 


6 


1 


i3 


— 6 





6 





7 


6 


6 


6 


1 


1 





la 




a 


1 


la 






3 


i3 
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ne présente qu'un changement de signe, de —SA — 4; 
il y a une racine négative dans cet intervalle; d'ailleurs, 
l'équation transformée en— a? n'ayant qu'une variation, 
l'équation proposée n'admet pas d'autre racine négative. 
La condition de réalité des racines (n"" 19&) étant ici satis- 
faite, il en résulte que l'équation a deux racines positives, 
mais elles ne sont pas encore séparées. Tons les nombres 
entiers positifs donnent en effet au polynôme des valeurs 
positives; on le reconnaît dès que x = i\ car lorsqu'on 
arrive à une ligne oblique composée de nombres positifs, 
les calculs suivants, consistant à ajouter les uns aux autres 
des nombres positifs, conduiront toujours à des résultais 
positifs. D'ailleurs la valeur du polynôme pour ^=i, et 
les différences correspondantes étant positives, le nombre 3 
est une limite supérieure des racines ; ainsi les deux racines 
positives sont comprises entre o et 3, et elles sont toutes les 
deux situées dans le même intervalle; il s'agit de voir dans 
lequel. Considérons pour cela l'équation 

Zx* — 7 = 

que l'on obtient en égalant à zéro la dérivée du premier 
membre de l'équation proposée; nous savons (n* 190) 
qu'entre les deux racines positives de l'équation proposée, 
il y a une racine de la dérivée ; cette racine est la racine 

positive v/^, supérieure à i, mais inférieure à 2. L'inter- 
valle qui comprend les deux racines cherchées, devant com- 
prendre aussi la quantité 4/7 est celui de 1 à 2. Afin 

de séparer les racines, nous partagerons cet intervalle en 
dix parties égales. 
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S16 



0.9 



1,0 



1.1 



1.2 



1,3 
14 

1,6 

1.7 

1,8 

1.9 



2,0 



1,000 

0,65 1 
0,328 

0.097 

— o,o56 

0,125 

— 0,104 
+ o,oi3 

0,!l32 

0,559 
1,000 



-36o 
— 3o3 

— 23 1 
— 153 

-69 

-{- 21 

117 
219 
3a 

441 



60 


6 ' 


66 


6 


ra 


6 


:8 


6 


84 


6 


90 


6 


96 


6 


102 


6 


108 


6 


114 




■ 





On voit que Tune des racines est comprise entre i,3 et 
1,4, l'autre entre 1,6 et 1,7. 
Voici le calcul de ces deux racines à un centième près : 



i> 9 






780 




i,3o 


0,097000 


—18909 


786 


6 


i,3i 


0,078091 


—18123 


792 


6 


1,32 


0,059968 


— 11337 


798 


6 


1,33 , 


0,042637 


—16533 


^04 


6 


1,34 


0,026104 


—15729 


810 


- 


1,35 


0,010375 


—14919 






1,36 


— 0,004544 









La première racine est comprise entre i,î5 et i,36. 

Comme la seconde racine est beaucoup plus près de 1,7 
que de 1,6, parce que la première valeur donne au poly- 
nôme une valeur absolue beaucoup plus petite que la se- 
conde, on abrégera les calculs en partant de 1,7 et rétro- 
gradant 
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1,70 



— o,oo5i9t 
4-o,oi3ooo 



16191 
17911 



loao 



G 



La seconde racine est comprise entre 1 ,69 et 1 ,70. 
220. Exemple IIL Soit Téquation 

f[x) = or' — 2X* -f- 5x — 7 = 0. 

La substitution des nombres entiers ne donne qu'un chan- 
gement de signe, de 1 à 2. L'équation 

ayant ses racines imaginaires , l'équation proposée n'a 
qu'une racine réelle, et elle est comprise entre 1 et 3. 
Exemple IV. L'équation 

f[x) = x' — 4^' + 5x — 7 = o 

n*a pas de racine négative \. la substitution des nombres en- 
tiers positifs ne donne qu'un changement de signe, de 3 à 4> 
L'équation 

f\x) = 3a?» — 8aî -f 5 = o 

5 

a ses racines réelles 1 et 7. Si l'équation proposée avait ses 
' o 

trois racines réelles, la plus petite racine 1 de la dérivée 

5 
devrait donner un résultat positif, la plus grande ■= un 

résultat négatif; la valeur du polynôme pour x=i étant 
négative, on en conclut que l'équation proposée n'a qu'une 
racine réelle, et cette racine est comprise entre 3 et 4. 

Exemple Y. La substitution des nombres entiers dans le 
plumier membre de l'équation 

f{x) = 8a:' — I aar* -|- 3a? — 1 = 



— 4~' ^— 4— ^ 
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ne donne qu'un changement de signe de i à 2. L'équation 

f [x) =0 ayant ses deux racines, 0?'= 

réelles et comprises entre o et 1. Si Véquation proposée 
avait ses trois racines réelles, deux racines seraient com- 
prises entre o et 1, Mais on peut écrire 

f[x) = — %x\\ _ a:) — (4i;* — 3a: + i).| 

Le polynôme du second degré 4^* — 3a? + > ayant ses ra- 
cines imaginaireSy est toujours positif; on voit donc que, 
quand x varie de à 1, le polynôme proposé reste con- 
stamment négatif. Ce polynôme n'admet donc qu'une ra- 
cine réelle, et cette racine est comprise entre 1 et 2 . 

221. ExEMBLE VL Considérons encore l'équation 

f[x) = ar' + > '^' — *<>2X + 181 = 0. 

Substituons d'abord les nombres entiers : 



1 


293 


— 1 12 


22 


6 





181 


— 90 


28 


6 


1 


91 


— 62 


54 


6 


2 


29 


— 28 


40 


6 


5 


1 


+ 12 


46 




4 


i3 


58 






5 


7» 




\ 





L'équation transformée en — x n'ayant qu'une variation, 
l'équation proposée a une racine négative et une seule; 
en prolongeant le tableau vers le haut, on verrait qu'elle 
est comprise entre — 17 et — 18. Les deux autres racines 
seront réelles et positives, ou imaginaires. Les nombres en- 
tiers positifs donnent tous des résultats positifs ; car, dès 
x = o^oi\ n'a que des nombres positifs h ajouter. Ainsi les 
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deux racines positives, si elles existent, seront comprises 
dans le même intervalle. Pour reconnaître cet intervalle, 
on examinera les racines de 1* équation 

f'[x) = 3a;' -[- 22X — 102 •.= , 

qui sont réelles, Tune positive, l'autre négative, La racine 



positive 



^r_ — M+v/427 4 „„ 

O 



devant être com- 



prise entre les deux racines positives de l'équation pro- 
posée, on en conclut que, si l'équation proposée admet des 
racines positives, elles seront comprises entre 3 et 4. Par- 
tageons cet intervalle en dix parties égales : 



—0,393 
+ 0,119 



Il est inutile de prolonger le tableau; car, arrivé à 3,2, oq 
n'a que des nombres positifs à ajouter; ainsi il n'y a pas de 
changement de signe, et les deux racines sont encore ren- 
fermées dans le même intervalle. D'après la valeur deo;' cet 
intervalle est celui de 3,t à 3,3; nous le partageons en dix 
parties égales : 



2,9 




3,0 


1,000 


5,1 


0,304 


3,2 


0,008 


3,3 


0,127 



400 


6 


406 


6 


412 





5,19 






4120 


6 


5,20 


+ 0,008000 


—6709 


4126 


6 


3,21 


-[-0,001261 


-—2615 


4102 




3,23 


—0, 001552 


4-1519 






5,23 


-1-0,000167 









\ 



Il existe effectivement deux racines réelles et positives. Tune 
comprise entre 3,21 et 3, «2, l'autre entre 5,22 et 3,23* 
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Êqualiom d'un degré quelconque. 

222. La méthode dont nous avons fait usage pour sé- 
parer les racines d'une équation du troisième degré et les 
calculer avec une approximation aussi grande qu'on veut, 
s'applique aux équations d'un degré quelconque. Après 
avoir substitué les nombres entiers, on partagera en dix 
parties égales les intervalles qui peuvent comprendre des 
racines, puis en dix parties égales les nouveaux intervalles, 
et ainsi de suite. 

Établissons d'abord les formules générale^ au moyen 
desquelles on peut des anciennes différences déduire les 
nouvelles. Soient A et /l' les racines des deux progressions 

arithmétiques, k leur rapport — ; nous désignerons par A les 

différences qui se rapportent à la première raison ft, par 8 
celles qui se rapportent à la nouvelle raison ft', La fonction 
entière du degré m peut être considérée comme déterminée, 
soit par les valeurs qui correspondent à m + 1 termes 

de la première progression', soit par celles qui correspon- 
dent à m + 1 termes 

^o> ^0 + *'* Xç + aA', ...... o^o + rwA' 

de la seconde; elle sera donc représentée par Tune ou 
l'autre des deux formules 

'A \ h J 1.2 ..... m 
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X'-X^ , x — x^ ( x — x^ A^X , 






SX 



m 



Si l'on pose pour abréger — r— • =5 , d'où — ^= 7 
ces deux formules deviennent 

(I) tt = w^+ zAu^^ + z(z— l) ' + 

4* ^(2 — (^ — '^ — : — : — ^""Zi 



1 • a m 



z z Tz \ Vu^ 
(-2) „ = „, + -,„.+ - Q_.)-^+ 

Ces deux expressions représentant le même polynôme, 
si on les ordonne par rapport aux puissances de la variable 
Zy les coeiBcients des mêmes puissances de z doivent ëUe 
égaux de part et d'autres; en égalant ces coefficients, on ob- 
tiendra des relations entre les anciennes différences et les 
nouvelles, qui permettront de calculer ces dernières au 
moyen des premières. 

223, Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d*une équa- 
tion du quatrième degré; les formules (i) et (2) se rédui- 
sent à 

. +z(i_,)(z_a)(2_3)-^, 

i.a.d.q 
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-«.+ÎH+l(s-)S+l0-)(|-')râ 
+Kï-')G-')(ï-^)Tâ-4- 

L'identification donne les relations 



8' 



8* = fc*A*, 
-^8*=*»(a»-.5a*), 

st_ss . il §*-. fcf /^f _ ^1 I ii^A 

la V la / 

8 8« 8» S* _ r. /^ A« A» A*\ 

Ces équations sont du premier degré ; la première don- 
nera 8*, la seconde 8', la troisième 8% la quatrième 8. 

22A. Exemple VII. Considérons l'équation du quatrième 
degré (n» 206) 

a?* — 5x' — 7X* + iSrp + 5 = 0. 
Le tableau de substitution des nombres entiers 



— ^ a 


1 


A 


A» 


A» 


A» 


— ï4 


5o 


-43 


24 


— 1 


— iZ 


+ »6 


— la 


— 18 


34 





+ 3 


+ 4 


— 3o 


6 


34 


1 


+ 7 


— a6 


- a4 


3o 


24 


a 


— '9 


5o 


6 


54 


24 


3 


-69 


-44 


60 


78 


24 


4 


— ii3 


+ >6 


i58 


10a 


24 


5 


97 


+i54 


a4o 


ia6 


24 


6 


+ 57 


394 


566 


i5o 


24 



montre que l'équation a deux racines positives ; une entre 

21 
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1 et 9t une autrt entre 5 et 6; comme elle ne présente que 
deux vâriatioDs, elle n'a pas d'autre racine positive. 

Pour obtenir ces deux racines à moins d'un dixième, 
nous partagerons chacun des deux intervalles en dix par- 
ties égales, et nous calculerons les nouvelles différences au 
moyen des formules précédentes 



1,0 

1,3 
1,5 



• 

A 


A' 


A» 


A* 


— i,i6og 


—5246. 


-24 


24 


— 1,4855 


— 3a70 





24 


— i,8i25 


— 3270 


24 




— 3,1305 


— 3a46 






— a,464i 









7,0000 
5,8591 
4,3536 

3,5411 

0,4016 

— a,o6a5 

La première racine est comprise entre 1 ,4 et 1 1 6. 

La seconde étant plus près de 6 que de 5» nous effectue- 
rons le calcu] en remontant. 



5,7 
5,8 

5,9 

6,0 



9>2949 
10,6096 

32,6711 

57,0000 



19,9045 
3a,o6i5 
24,3289 
26,7091 



2,1570 
2,2674 

2,3802 

2,4954 



A» 



1104 

1128 

Il 5a 
1176 



A' 



24 
24 
24 
24 



Cette seconde racine est comprise entre 5,7 et 5,8. 

L'équation proposée a d'ailleurs deux racines négatives : 
une comprise entre et — 1, l'autre entre — 1 et — 2. On 
les calculerait de la même manière. 

225. Exemple VIIL Soit l'équation 

f[x) = 8:r* — /\ox^ + 57^* — ^ox -j- 49 = 0. 

La transformée en —a? n'ayant pas de variation, Téqua- 
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tîoti n'a pas de racine négative; elle peut avoir o ou 2, 
ou 4 racines positives. La substitution des nombres entiers 
positifs 



— 1 • 


194 


A 


A* 


A» 


- A* 


—145 


i3o 


-144 


192 





49 


— i5 


- 14 


48 


192 


1 


54 


— ^9 


.34 


240 


192 


a 


5 


5 


274 


452 


192 


5 


10 











ne 



présente pas de variation. L'équation 

f'[x) =s 52a:* — 1 20X* -{- u4^ — 40 = d 

n'a qu'une racine réelle, et elle est comprise entre 2 et 3. 
On en conclut que l'équation proposée ne pourra avoir au 
plus que deux racines réelles positives; si elles existent, 

m 

elles seront comprises entre 2 et 3. On partagera donc cet 
intervalle entre dix parties égales. 



2,1 
^^2 

2,5 
2,4 

2,5 
2,6 

a,7 

2,8 

2,9 
5,0 



S,oooo 

i,5i4S 

-1,6352 

-6,2192 
-î^,25oo 

-7,1392 
-5,6372 

-2,4752 

2,6348 

10,0000 



•^5,485é 
-=^3^i5oo 
-^^,6420 
— 1,9420 

•^i,o3o8 
0,1108 
î,5o2o 
5^1620 
5,1100 
7,5652 



• >^ 



3352 

5o8o 

?ooo 

9112 

1,1416 

1,3912 

1 ,6600 

1,9480 

1^2552 



A« 



1728 

1920 

2112 

23o4 

2496 
2688 
2880 
3072 



191* 
192 
192 
192 
1^2 
192 
19s 
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Ainsi l'équation a deux racines réelles positives, et com« 
prises, l'une entre s,i et s, 2, l'autre entre 2,8 et 2,9. 

226. Exemple IX. Soit l'équation 
A l'inspection du tableau des différences 



— l 


8 


A 


A* 


A» 


A* 




-4 


a 


— la 


a4 







4 


— a 


— 10 


la 


a4 




1 


a 


— la 


a 


56 






a 


— 10 


—10 


38 








5 


— ao 


a8 










4 


+ 8 













on voit que l'équation admet deux racines positives, et 
comprises, l'une entre i et 2, l'autre entre 3 et 4; die 
n'admet pas d'autres racines positives, puisque son pre- 
mier membre ne présente que deux variations. La trans- 
formée en — X présentant deux variations, l'équation peut 
avoir deux racines négatives ; mais comme -^ 1 est une 
limite inférieure des racines réelles, les racines négatives 
devraient être comprises entre o et —1 ; or, dans cet inter- 
valle, les deux premiers termes étant positifs, ainsi que la 
partie ir+4> le polynôme reste constamment positif; 
l'équation n'admet donc pas de racines négatives. 

227, Exemple X. Considérons comme dernier exemple 
l'équation du cinquième degré 

a?* — • 5a?* -f a:* — Sx — 10 = 0. 



RACINES mCOMHENSUBABLES. 

Le tableau des difTérences 
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—3 


—139 


A 


A* 


A» 


A* 


A» 


i4i 


— i4a 


i3a 


— xao 


lao 


— a 


+ ^ 


— 1 


— 10 


12 





lao 


—1 


+ i 


— 11 


+ » 


la 


lao 







— 10 


— 9 


+ »4 


i3a 






1 


— >9 


+ 5 


i46 








a 


- 14 


i5i 


• 








3 


+137 













montre que réquation a deux racines négatives et comprises, 
Tune entre o et — i, l'autre entre — a et — 3; la transfor- 
mée en — a; ne présentant que deux irariations, l'équation 
n'a pas d'autre racine négative. Quant aux racines posi- 
tives, il y en a une entre a et 3 ; comme le premier membre 
de l'équation présente trois variations, il peut y avoir deux 
autres racines positives. D'après le tableau des difTérences, 
3 + 4 ou 7 est une limite supérieure ; mais si nous grou- 
pons les termes de cette manière 

(x^ — 3a?' — 8x— io)-|-a?* = o, 

nous trouvons une limite supérieure 3 beaucoup moins 
élevée. En mettant l'équation sous la forme 

— a?'(4 — a?*) — a?(8 — a? — a?') — lo = o, 

nous voyons que le premier membre reste constamment 
négatif, quand x varie de o à a. Il est donc à examiner si 
l'équation peut avoir trois racines entre a et 5. Si l'on écrit 
la dérivée 
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sous la forme 

(Sx* — 9«* — 8) -|- sur, 

CD voit que 2 est une limite supérieure des racines de cette 
dérivée. Ainsi l'équation proposée n'admet qu'une racine 
positive. 

228. Dans les exemples précédents, nous avons réussi 
à séparer les racines en substituant des valeurs équidis- 
tantes et nous aidant de la considération de la dérivée. 
Nous supposons que Ton s'est assuré d'avance que le poly- 
nôme proposé et sa dérivée n'admettent pas de racines 
égales. On arrivera toujours avec certitude à la sépara.tîon 
des racines si l'on pousse assez loin les subdivisions, Pqp 
}q faire yoir, nou9 nous servirons da la formule 

^e l'on déduit de la formule générale (6) démontrée f^u 
!!• 137, en s'arrêtant aux deux premiers termes. 

De quelque manière que soient distribuées les racines 
réelles du polynôme f{x) et celles dç sa dérivée r(^)> ^^^ 
pouvons imaginer des intervalles 

tels que chacun d'eux ne comprenne aucune racine du po- 
lynôme proposé, ou bien en comprenne une sans en com- 
prendre aucune de la dérivée. Considérons d'abord un 
intervalle ne comprenant aucune racine du polynôme pro- 
posé, par exemple l'ifitervalle de a?' à a;". Appelons m une 
quantité positive inférieure à la plus petite valeur absolue 
du polynôme /(a?) , quand x varie de x' à x'\ et M' une quan- 
tité supérieure à la plus grande valeur absolue de la dé- 
rivée f{x) dans le même intervalle. Subdivisons Tinter- 



vaile ûé'—aftrx parties égales à *, et plus petites que ^* 

Désignons par »^ et x^+A deux termes consécutifs de la 
progrçi^ion arithmétique, et posons a? =a;o+a; on a 

f[x) = f(x, + a) = f[X,) + fif\x, + e«). 

Quand m varie de x^kx^-^-h^ a varie de o à ft ; le second 
terme a/'(a?,j + ôa) est plus petit que IM! ou que m, et par 
suite plus petit que [{x^)^ en valeur absolue. Ainsi, dans 
chacun des intervalles partiels, le premier terme f{x^) est 
plus grand que le second en valeur absolue. 

Réciproquement; si li^ valeur absolue de f{x^) est plus 
grande que la plus grande valeur absolue de hf\x)^ quand m 
varie de aj^j à x^ + ft, il est clair que dex^kx^ + h le poly- 
nôme f{x) conservera le signe de son premier terme f(xj^ et 
que par copséquent il n'y aura aucune racine dans cet in- 
tervalle. 

Considérons maintenant un intervalle comprenant une 
racine du polynôme, et une seule, et de plus ne compre- 
nant aucune racine de la dérivée, par exemple l'intervalle 
de â^ à x"\ On appliquera à la dérivée ce que nous avons 
dit du polynôme proposé. Appelons m' une quantité positive 
inférieure à la plus petite valeur absolue de la dérivée /' {x) , 
quand x varie de x^^ à x'", et M" une quantité supérieure à la 
plus grande valeur absolue de la seconde dérivée f"{x) 
dans le même intervalle. Subdivisons T intervalle a/"— a?" 

m' 

m parties égales à ft et plus petites que j^i. Soient tou* 

jours x^ etx^-^h deux termes consécutifs de la progression 
arithmétique,' et posons a?=:ir^ + a, on a 
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Qnand x varie de x^k x^+h^ a. varie de o à ft; le second 
terme 0Lf"{x^ + 8a) est plus petit que KU" ou que m', et par 
suite plus petit que fXx^) en valeur absolue. Ainsi, dans 
chacun des intervalles partiels, le premier terme f'{x^ est 
plus grand que le second en valeur absolue. 

Réciproquement, si la valeur absolue de ^(^0) ®^^ P'^ 
grande que la plus grande valeur de h,f'{x)^ quand x varie 
de x^ à a?^4-ft, la dérivée fXx) n'a aucune racine dans cet 
intervalle. Si les deux quantités f{x^^ /'(^o+*) ^^^ '® 
même signe, le polynôme proposé f{x) n'admet aucune 
racine entre x^ et x^'\'h; si ces deux quantités ont des 
signes contraires, le polynôme admet une racine, et une 
seule. 

On conclut de ce qui précède que l'on arrivera à une 
progression arithmétique ayant une raison h assez petite 
pour que, dans chaque intervalle partiel, f{x^ soit plus 
grand que hf'{x)^ ou /"(^o) P'^^ grand que hf"{x) en valeur 
absolue. Les intervalles qui présentent le premier caractère 
ne comprennent aucune racine du polynôme proposé. Les 
intervalles qui présentent le second caractère comprennent 
zéro ou une racine, suivant que f{x^) et f(x^ + h) ont le 
même signe ou des signes contraires. De cette manière, 
les racines du polynôme proposé seront certainement sé^ 
parées. 

229. On procédera donc de la manière suivante : après 
avoir substitué des nombres équidistants (par exemple les 
nombres entiers consécutifs) , depuis la limite inférieure à 
la limite supérieure des racines réelles, on examinera sé- 
parément chacun des intervalles. Considérons un intervalle 
présentant un changement de signe ; si l'on reconnaît que 
la valeur absolue de f'{x^) est plus grande que celle de 



j 
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hf"{x)y quand x varie de x^ àa^^ + ft, on en conclura que 
l'intervalle ne comprend qu'une racine. Si cette condition 
n'est pas remplie, ou du moins si Ton ne peut pas recon- 
naître qu'elle est remplie , il faudra subdiviser l'intervalle 
en dix parties égales. Considérons maintenant un intervalle 
qui ne présente pas de changement de signe ; si l'on re- 
connaît que la valeur absolue de {{x^ est plus grande que 
celle de hf{x), on en conclura qu'il n'y a aucune racine 
dans l'intervalle ; ce caractère échappant, on examinera si 
la valeur absolue de ['(x^) est plus grande que celle de 
hf{x)y ce qui permettra encore de conclure qu'il n'y a au- 
cune racine dans l'intervalle. Quand aucun de ces deux 
caractères ne se manifestera, ou du moins quand on ne . 
pourra en reconnaître aucun, il faudra subdiviser l'inter- 
valle en dix parties égales. 

Pour appliquer la méthode précédente, il faut savoir 
trouver un nombre égal ou supérieur à la plus grande va- 
leur absolue du polynôme f[x) ou f{x)^ quand x varie de 
x^k x^-\- h. Ceci n'offre aucune diflîculté dans la pratique; 
au reste, voici un moyen qui réussit toujours : que l'on 
prenne tous les termes positivement, et que l'on remplacer 
par le plus grand des deux nombres x^ et aî^ + ft en valeur 
absolue, on obtiendra une quantité positive plus grande que 
la valeur absolue du polynôme dans Tintervalle considéré. 

Les remarques précédentes, qui permettent d'opérer 
avec certitude la séparation des racines par des substitu- 
tions dans le polynôme proposé et sa dérivée, m'ont été 
communiquées par M. Bouquet. 
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CHAPITRE IV. 

MÉTHODES d'approximation. 

Méthode par interpolation. 

2S0. Quand on a obtenu une racine d'une équation avee 
un certain degré d'approximation, par exemple à un dixième 
ou à un centième près, on peut en déduire aisément une 
valeur beaucoup plus approchée» La méthode la plus simple 
est celle d'interpolation. Soit uz=zf{x) le premier membre 
de l'équation; on a trouvé deux valeurs x^ et ^^-{-*?^i 
comprennent une racine et une seule. Reprenons la formule 
(n* 213) 

z 2(1— z) 

1 1 • 2 



Nous cherchons ïa valeur de a? ou de « qui annule la fonc- 
tion ; nous aurons donc pour déterminer !^ l'équatioa 

que l'on résoudra par approximations successives. En effet, 
la raison ft étant très-petite, les différences successives di- 
minuent très-rapidement; si l'on néglige les différences 
d'un ordre supérieur au premier, on a l'équation du premier 
degré 

Wo-fzAWo = o, 

d'où l'on déduit la valeur approchée 



MÉTHODES d'approximation. S31 

On peut mettre l'équation (1) sous la ferme 

L'erreur commise quand on prend pour z la valeqr 

approchée — -r-^ est exprimée par la parenthèse ; pour se 

rendre compte de Terreur, on évaluera rapidement et par 
excès cette parenthèse. 

Si Ton voulait une approximation plus grande, on rempla- 
cerait dans la parenthèse z par la première valeur appro- 



u 



cbé§ — -r-^, ce qiû donnerait une seconde valeur plus 



Ati 







approehée que la précédente, et ainsi de suite. 

231. Quand il s'agit d'une équation du troisième degré, 
l'erreur commise e a pour expression 

z[i — Jg) A'Mjj z( 1 — J3) (a — z) t^u^ 



. 1.2 LU^ 1.2.3 LU^ 



• 



Si les deux différences A^ti^ et A'u^ ont le même signe, les deux 
termes ay^nt des signes contraires, on négligera le second 
terme, qui est en général beaucoup plus petit que le pre- 
mier, et on dira que Terreur, en valeur absolue, est moindre 

que-^^ ' -r— ^. Le produit z{\ — z) ayant sa valeur 



2 Au, 



maximum pour js=~, est plus petit que--, ce qui dqnne 
pour limite supérieure de Terreur- -r-^. 



Si les deux différences ^u^ et A'w^ ont (les signes con- 
traires, les deux termes ayant le même signe et le fac- 
teur 2 — z étant plus petit que 3, Terreur en valeur absolue 
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est moindre qu& 

Pour une équation du degré m, Terreur est moindre que 
la somme des valeurs absolues des termes de l'expression 

_1^/AX , AX , aX \ 

4Aii,V a ^ 3 ^ 4 ^ /• 

Considérons Téquation du troisième degré, 

œ* 4" 3a?* — lyx -{-5 = 

dont nous avons calculé la plus petite racine positive à un 
millième près (n* 218), Supposons d'abord que nous n'ayons 
pas été plus loin que les dixièmes par les différences-, la ra- 
cine est comprise entre o,3 et o,4- 
Nous avons la correction approchée 

0^7 

0,453 ) " ' • ' 

L'erreur est négative et moindre en valeur absolue que 
402(1^-2) _42£ 4oço^ 

1453 ^ 1453 ^ 1453 ^ * ^ 

Ainsi la valeur de z est comprise entre 0,1 3i et 0,1 36. 
Comme nous avons pris dans le calcul de z le dixième 
pour unité, la correction sera 0,01 3, et l'on aura la pre- 
mière racine o,3i3 avec trois chiffres décimaux exacts, par 
défaut. 
Nous avons poussé le calcul de cette première racine 
\ jusqu'aux millièmes par les différences. La formule de cor- 

rection approchée donne 

3571207 
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L'erreur est négative et moindre en valeur absolue que 

7884 



14824153x8 



< 0,00007. 



On prendra donc js = 0,240g, ce qui donne la racine 
0,3 162409 avec sept décimales exactes, par défaut. 

232. Considérons maintenant l'équation du quatrième 
degré 

dont nous avons calculé les racines positives à un dixième 
près (n* 224). Pour la première racine, la méthode d'in- 
terpolation nous donne la correction 

0,^0 16 ^_ 
^=--7^7- = o,i63 

2^4^41 

L'erreur commise est 

g(l — g) 3198 ■ Z(l— 2)(2 — g) 48 

2 24641 "^ 6 24641 

jg(i — z) (2 — z)(3 — z) 24 

24 2464 1 ' 

négligeant le dernier terme, qui est négatif, on voit qu'elle 
est positive et moindre que 



i /3198 48\ 

2^641 \ 2 ^5/ 



i6i5 

< 0,017. 



4X2^641 \ 2 '5/ 98564 

Ainsi la valeur de z est comprise entre 0,1 63 et 0,180. On 
prendra 0,17, ce qui donne la racine x = 1 ,4 1 7 à moins 
d'un millième près. 
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Méthode de Newton. 

233. Voici une autre méthode d'approximation, connue 
80US le nom de méthode de Newton. Supposons toujours 
qu'une racine, et une seule, soit comprise entre œ^ eix^-^-h, 
Représentons cette racine par x^ + ol, a étant plus petit 
que A, et développons A^o+^) suivant là loi Conflué, 

a a* 



1 i.a 



Dout aurons pour détermhier rinconnue « réquâtion 



a« 



(3) o = f{x,) + r(x,)« + r(x,) ^+ 

1.2 

L'inconnue a étant une quantité très-petite, on pourra 
négliger les puissances supérieures i la première, et Ton 
aura Téquation du premier degré 

d'où l'on déduit la valeur approchée 
On peut écrire l'équation (3) sous la forme 

L'erreur commise quand on prend la valeur appro- 

f(x \ 
cbée -^ 'ftr\ 6st exprimée par la parenthèse ; pour fM 

rendre compte de Terreur, on évaluera rapîdfîment et par 
excès cette parenthèse. 
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âSâ. Maïs ôii peut obtetiir utie etpressîoti teatidoiip 
plus simple du reste. Là formule générale démoûtrée atl 
ïi* 137^ si Ton s'arrête à la seconde dérivée, donne 



a ... . . a' 



on aura donc pour déterminer Tinconnue a ^équation 



a ^.. . , a* 



= fix,) + - nx,) + — r{x, + o«), 

1 1 «s 

que l'on ptiai écrire stms lA forme 

^' ~ A^.)""i« rw • 

Si Ton prend la Taleur approchée aet ---i jffhi rerreur 
commise a pour expression 

Pour évaluer cette erreur, on remplacera ^'(^0+^*) P^ 
la plus grande valeur absolue de la seconde dérivée f^'(x) , 
quand x varie de x^hx^-^-h. 

La quantité —^ ^f.. est ordinairement plus petite que 

FuBÎtô, et par conséquent Terreur commise moindre que a*. 
Ainsi l'application de cette méthode double en général le 
nombre des chiffres décimaux exacts ^ par exemple, si h est 
moindre que 0,00 1, Terreur commise sera en général 
moindre que 0,000001; on connaissait la racine avec trois 
chiffres décimaux exacts ; on Ta maintenant avec six chif- 
fres décimaux. On peut répéter Topération plusieurs fois, 
en se servant de la valeur donnée par une première opéra- 
tion pour en déduire une valeur plus approchée, etc. 
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Nous avons supposé, dans ce qui précède, la valeur w^ 
approchée par défaut; les mêmes raisonnements et les 
mêmes formules s'appliquent au cas où elle est approchée 
par excès; il suffit de rendre h négative. 

235. Les deux méthodes d'approximation précédentes 
ont une signification géométrique très-simple. Représen- 
tons par deux ordonnées AC et BD les valeurs de signes 
contraires du polynôme pour jj=jî^ et x=Xj=jî^+ft» ^^ 
traçons la courbe du point G au point D. Cette courbe 
coupe Taxe OX en un point M qu'il s'agit de déterminer. 
Il est aisé de voir que la méthode d'interpolation par par- 
ties proportionnelles consiste à remplacer Tare de courbe 
GMD par la corde CD, tandis que la méthode de Newton 
revient à mener la tangente CQ au point G. 



Fig. I. 



Fig. 2. 





En effet , par le point D traçons une parallèle DE à 
l'axe OX; on a Au, = db(BD + AC) = zhCE; les triangles 
semblables AGP, CED, donnent 



AP 
AB 



CA 

CE' 



d'où 



h Aw, 



D'autre part, on sait que la tangente trigonométrique de 
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l'angle que fait la tangente à la courbe avec Taxe OX est 
égale à f{x). Le triangle rectangle CAQ donne 

An 
AQ = AC.cotCQA=— ^^; 

tang CQA 

on a donc 

236, L'emploi de la méthode de Newton exige quelques 
précautions particulières. Nous avons supposé que l'in- 
tervalle de x^ à x^ ne comprend qu'une racine du poly- 
nôme f[x)\ nous supposerons, en outre, que la première 
dérivée ainsi que la seconde dérivée ne changent pas de 
signe dans cet intervalle. L'arc de courbe CMD est con- 
vexe et le signe de la seconde dérivée indique de quel 
côté cet arc tourne sa concavité ; la concavité est tournée 
vers le haut ou vers le bas, suivant que la seconde déri- 
vée est positive ou négative. Afin d'être sûr d'approcher 
davantage de la racine , on mènera la tangente au point C 
quand f{x^ et f\x^ auront le même signe; au point D 
quand /*(a;J et f{x^ auront des signes contraires. Dans le 
premier cas, posante? = ^0+°^» ^^ ^"^^ ^^ formule de cor- 

rection approchée a = — -è—.. Dans le second cas , po- 

f K) 

iix ) 
sant oî = ^j + a , on aura a = — '} ^' ( a est positif 

dans le premier cas, négatif dans le second). 

Pour se convaincre de cette règle, il suffit de tracer la 
figure dans les diverses dispositions qu'elle peut affecter. 
La figure 1 du numéro précédent se rapporte au cas où 
f{x^) et f^Xx^ ont des valeurs positives; la figure 2 an cas 
où f{x^ et {'\x^ ont des valeurs négatives; la tangente au 

2:2 
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point C étant placée entre la courbe et l'ordonnée CA, ren- 
contre Taxe horizontal en un point Q situé entre AetB; 
on voit d'ailleurs que le point M est conapris entre les 
points P et Q ; la méthode d'interpolation par parties pro- 
portionnelles donne une correction trop forte; la méthode 
de Newton une correction trop faible, et par conséquent, la 
vraie valeur de la racine est comprise entre les quantités 
calculées OQ et OP. 

Les figures 3 et 4 se rapportent au cas où f(x^) et f{x^ 
ont des signes contraires ; la tangente au point D, étant 
placée entre la courbe et l'ordonnée DB, rencontre l'axe en 
un point Q situé entre A et B ; le point M est encore com- 
pris entre les points P et Q ; la première correction donne 
un résultat trop faible, la seconde un résultat trop fort ; 
de sorte que la vraie valeur de la racine est toujours com- 
prise entre les quantités calculées OP et OQ. Si l'on menait 
la tangente au point G, cette tangente pourrait rencontrer 
l'axe au delà du point B ^ et l'on s'éloignerait de la racine 
au lieu do s'en rapprocheri 



Fig. 3 



Fig, 4. 




Quand on lômploie ainsi simultanément les deux ïné- 
tfaoâesv on est dispensé d'évaluer les erreurs; l'un des ré*^ 
«ultate étant trop fort , l'autre trop faible, la vraie valeuir 
de la racine est comprise entre eux, et l'on sait d'une ma^ 
niëre précise l'approximation sur laquelle on peut compter. 
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Si Ton appliquait plusieurs fois successivement Tune et 
l'autre méthode, on mènerait une série de cordes GD| 
GD\ èi »• fc et une série de tangentes telles que GQ, CQ, . 



Il4k 




^ • 



Où obtlôbàrâit ainsi deux sériôS de points P, P*, , 

Q, Q^, qui se rappi^ôcheraient très*rapidement dû 

point M où la courbe coupe Taxe. 

Eâ:empïes* 
237. Reprenons réqttfttiofl 

dont la plus petite l'acine est comprise entre o,3 et 
0,4 (n* 218). La fonction étant positive pour n? = o^3, 
ainsi que la seconde dérivée, la courbe a la disposition de 
la figure 1. On mènera la tangente au point G, et la méthodo 
de Newton donnera la correction approchée par défrat 

Pour évaluer Terreur d'après la formule (7), comme f"{x) 
croit avec w^ on aura 



.1/"' 



e< 



r(o4) 

a X 14,93 



< 0^00006. 
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Ainsi, la quantité a est comprise*entre o,oi3i9et o,oi326. 
On prendra a = 0,0 i3â et Ton aura la racine o,3i52 avec 
quatre décimales exactes. La méthode d'interpolation ne 
donnait que trois décimales (n"" 231). 
Quand il s'agit d'une équation du troisième degré, la 

quantité ft^W» ^* P^^ ^^^^® ti^o) s® déduit d'une ma- 
nière très-simple du tableau des différences, comme nous 
l'avons remarqué au n* 217. 

288. Nous Avons vu (n** 224) que l'équation 

a sa plus grande racine comprise entre 5,7 et 5,8. Pour 
55 = 5,7 la fonction étant négative et la seconde dérivée 
positive, la courbe a la disposition indiquée par la figure 3 *, 
on mènera la tangente au point D et l'on aura la correction 
approchée 

10,6006 ^ ^ 

a= ;;7- = — o,o5o6 

ao9,648 

L'erreur commise a pour expression 

777 — V < 77 — X < 0,002. 

La valeur de a est donc comprise entre — o,o5o et — -o,o55 ; 
on prendra a = — o,o5, et l'on aura la racine x = 6,75 
par excès, à moins d'un demi-centième près. 
La première méthode d'approximation donne 

, _ 6,2949 _ ^ 

Z = 7- = .aoo 

19,9045 

Si l'on emploie simultanément les deux méthodes, on voit 

que X est compris entre 5,7466, et 5,7483, ; on 

prendra 5,76 par excès, à moins d'un demi-centième près, 
comme précédemment. 
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CHAPITRE V. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 

2^9. Jusqu'ici nous n'avons considéré que des équa- 
tions algébriques. On procède d'une manière analogue 
pour les équations transcendantes. Soit Téquaiion f(x) =o, 
dont le premier membre est une fonciion continue de x. On 
substituera des valeurs équidistantes de x et Ton aura re- 
cours à la dérivée /"(x) . Si la dérivée conserve le même signe 
dans un intervalle, cet intervalle comprendra zéro ou une 
racine de l'équation proposée, suivant que les résultats de 
la substitution seront de même signe ou de signes con- 
traires. On subdivisera ensuite les intervalles qui laissent de 
l'incertitude. Les explications que nous avons données au 
n° 228 s'appliquent aux équations transcendantes comme 
aux équations algébriques ; car la formule (1) , dont nous 
nous sommes servis, a été démontrée pour les fonctions con- 
tinues quelconques (n° 137). Ainsi, on pourra pousser 
les subdivisions assez loin pour que les racines soient sépa- 
rées avec certitude; ceci suppose toutefois que la fonction 
f{x) et sa dérivée f'{x) n'ont pas de racines communes. 

Une fois qu'on aura séparé les racines et qu^on les aura 
obtenues avec un ou deux chiffres décimaux, on appliquera 
les méthodes d'approximation dont il a été question dans le 
chapitre précédent; mais ici quelques observations sont né- 
cessaires. La méthode de Newton s'applique sans difficulté ; 
mais la formule (C) du n' 213, d'où nous déduisons réim- 
pression de l'erreur dans l'interpolation par parties propor- 
tionnelles, n'a été établie que pour les fonctions entières. 
A la vérité , les* considérations géométriques dont nous 
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avons fait usage dans le chapitre précédent sont vraies 
pour les fonctions continues} quelconques ; de sorte que 
si Ton emploie simultanément les deux méthodes de cor- 
rection, on aura deux valeurs comprenant la racine, et par 
conséquent on connaîtra l'approximation sur laquelle on 
peut compter. Quelques exemples feront bien comprendre 
la manière de procéder. 

2hQf SxsiiFiB }• Soit Téquation 

Si Toi^ prend les logarithmes vulgaires des deux mem- 
))res, cette équation devient 

/(^) Bs «or- (V>g* + loga5?) = fl? ^ {\ç^a[i + a,4oQ33»a) =:f. 

Substituons d'abord à la variable x les nombres entiers o, 
1, a, 5, ..., en nous bornant à reconnaître le signe de f(x) 
sans faire de calcul. Pour x=o, logaî== — qo ;.donc, 
f(x) = + OD. Poura;= i,logi =o, f{i) < o. Ainsi, il y 
a une première racine comprise entre o et i . Pour a? = i , 
la parenthèse étant supérieure à t, on aura encore évidem- 
ment ^(2) < o. Si Ton ajoute le logarithme de 6, qui est 
0,477» au nombre constant 2,409, on voit de suite que Ton 
aura un- résultat plus petit que 3 ; donc /(3) > o. Ainsi, il 
y a une seconde racine entre 2 et 3. L'équation proposée 

M 

n'ft p^s d'autre r^^cine réelle ; car la dérivée /^(^^ == 1 r-^ - 

n'a qu'une racine x = M» (M désigne ici le module des 
logarithmes vulgaires.) 

Proposons-nous de calculer la racine comprise entre j 
et 3, d'abord à un dixième. On substituera à x les valeurs 
successives 2,1 ; 2,2; Mais on peut diminuer beau- 
coup le nombre des substitutions. Le logarithme de 9,1 est 
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p,323 ; ajouté à 1,409, il donne 3,73 ; il ep résulte gue 
1? ==^ 9 17 donnera encore un résultat pégfttif. Il suffit de lire 
les deux premieis chiffres des logarithmes de 2,9 et de 9,9 
pourvoir que a:= 2,8 donnera un résultat négatif, 1,9 
un résultat positif. Ainsi, la racine est comprise gntrq 3,8 
et 2,9. 

Cherchons-la maintenant à un centième. Le logarithme 
de 2,81 ajouté à 2,409 donne 2,85 ^ il en résulte que 2,85 
donnera encore un résultat négatif. Essayons 9,86 ; le Iop 
garithme de 2,86 ajouté à 2,409 donne s, 866; le résultat 
est négatif. Le logarithme de 2,87 ajouté à 2,409 donne 
2,867; le résultat est positif. Ainsi la racine est comprise 
entre 2,86 et 2,87. 

Calculons-la à un millième. Le logarithme de 2,861 
ajouté à 2,4099 donne 2,866 : on en conclut que 2,86 donne 
encore un résultat négatif. On essayera 2,867 çt 2^868 j l^ 
pren^ier donne un résultat négatif , le second un résulta 
positif. Ainsi, la racine est comprise entre 2,867 et 9,868. 

Le logarithme de 2,8671 ajouté à 2,40995 donne 
2,86737; on en conclut que la raciue est plus grande que 
2,8673. En remplaçant dans le premier membre de l'équa- 
tion X successivement par 2,8674 et 2,8676, on obtient 
deux résultats de signes contraires, — 0,0000214 et 
4- 0,0000635. Ainsi, la racine est comprise entre 2,8674 et 
2,8675. 

On fera ensuite une interpolation par parties propor^ 
tionnelles. Quand on passe d'une valeur à l'autre, la va- 
riation de la fonction est 0,0000849 \ on a donc 

= o,25a..... 



849 

Les A^m termes de la fraction étant approchés, ^ moin^ 
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d'i^e unité près, l'erreur commise sur le quotient est 
moindre que 0,007; ou prendra donc js = o,26 et 
x = 2,867425. Ou ne peut pas aller plus loin avec les 
tables de Gallet. 

2&1. Exemple III. Considérons l'équation ^ 

X*=: 100, 

qui été traitée par Euler. Si l'on prend les logarithmes vul-* 
gaires « l'équation s'écrit 

f(x) = Xlogâ? — 2 = 0, 

et l'on a 

Quand x varie de o à 1 , f{x) reste négative et il n'y a pas 
de racine dans cet intervalle. Substituons les nombres en- 
tiers consécutifs 

ic = 2, log2 = o,5oi, 2log 2 = 0,60, f(x) = — 1,40, 
X = 3, log3 = 0,477, 31og3 = 1,43, f{x) = — 0,57, 
X = 4, log4 =• 0,602, 4log4 = 2,41, f(x) == + 0,41. 

La dérivée s'annule pour a? = - , et reste positive pour 

toutes les valeurs de x supérieures à cette valeur ; on en 
conclut q\ief{x) va en croissant constamment quand x varie 

dé - à + OD ; cette fonction passe donc une fois et une seule 

fois par zéro. Ainsi, Téquation proposée n'admet qu'une 
racine réelle, et cette racine est comprise entre 3 et 4« 

Afin de diminuer le nombre des substitutions, effectuons 
rapidement une interpolation par parties proportionnelles 
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entre 3 et 4 9 stûn d'avoir une indication du chiffre des 
dixièmes. On a * 



0,98 



Essayons 5,5. 



X = 3,5, loga? = 0^54406804^ f{x) = — 0,09576186, 
X = 3,6, log^ = o,5563o25o, f[x) = + 0,00268900. 

La racine est comprise entre 3,5 et 3,6 et très-rapprochée 
de ce dernier nombre. 

En appliquant la méthode de Newton et partant de la 
limite supérieure, on a la correction 

268qoo 

a = ^7rr = — 0,00271452. 

9906698 

L'erreur commise est moindre que 

r TtTïïT ^ 0)0000006. 

La valeur a est donc comprise entre — 0,0027145 et 
— 0.0027152; on prendra a= — 0,002716 et l'on aura la 
racine 0? = 3,597285 avec six décimales exactes. 

2&2. Exemple IIL Soit l'équation 

/•(a?) = ar — cosa? = o, 

traitée aussi par Euler. On a 

f[x] = 1 + sin a?, f"[x) = ces x. 

Pour x = o, ona/'(a;) = — i5poura; = — , on a/'(a;)=+-. 
L'équation admet une racine dans cet intervalle, et elle n'en 
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{tdmet qu'une, puisque la dérivée qe s'aupule pas. Au delà 

de -, a? étant plus grand que i, il n'y a plus de racine. 

Il n'y a pas non plus de raciq^ pégative. Ainsi l'équation 
proposée n'admet qu'une racine réelle, et elle est çomprisç 
entre o et i . 

Pour ^re les substitutions, nous nous servirons de la 
partie des tables de Gallet qui donne les sinus naturels sui- 
vant la nouvelle division de la circonférence et de la partiç 
qui donne les longueurs mêmes de ces arcs. L'arc égal 
à 1 vaut à peu près 64 degrés modernes. En suivant de 
Tœil les deux tables, on voit que le changement de signe \ 
lieu de 47° à 48'. 

X = 47* = 0,^38, cosa? = o,74û^ f(p^ =3= — o,ooa, 
a: = 48* = 0,754, cosa: = 0,729, f[x) = -f- o,025. 

La racine est comprise entre 47* et 48" et très-rapprochêe 
du premier de ces nombres. L'interpolation par parties 

proportionnelles donne s = — < 0,1. Ainsi il est probable 

que la racine est comprise entre 47° et 47%i. 
Voici le nouveau calcul de substitution : 



a; = 47** = 0,73827 427 
cosa?= 0,73965 109 



f[x) = —0,001 35 68a 



X = 47"*? i = 0,73984 507 
cos a? = o, 7585 7 3oa 



f[x) ^^ + 0,001 27 ao5 



La racine est comprise entre 47"* et 47**» !• 
La méthode de Newton donne la correction 

0,00127205 ^ ^ 
a = ~— = — 0,00075080 

1,67417349 ^ 

Si Ton retranche cette valeur de a de la longueur de l'arc 
de 47% it on a une valeur trop grande 0,73908597,.... 
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L'errtnr commise est moindre que 

o,eooi* X 0^74 

< o.ooooooia .. .. 

2X1,67 

En retranchant cette correction de la valeur précédente, 
Oïl a pne valeur trop petite 0,73908512.,... On a ainsi la 
racine :ç = 0,7690852 avec sept décimales exactes. 

243. Exemple IV. Soit l'équation 

f(x) = â:: *— tanga? = o. 
On a 

atanga? 



f'(x) = r^. tông*^, r(x) = - 



cos*a? 



On voit d'abord que les racines de l'équation sont deux à 
deux égales et de signes contraires. Quand x varie de o à 

~ , l'arc étant plus petit que la tangente, la fonction est néga- 

tive ; de - ait, la tangente étant négative, la fonction est po- 

sitive; ainsi il n'y a pas de racine de o à ir. Quand x varie 

de it à — -, la fonction passe d'une valeur positive à une va- 

leur négative; il y a donc une racine réelle dans cet inter- 
valle, et il n'y en a qu'une, puisque la dérivée ne s'annule 

Sic ' - ■ 

pas; de — à 21^, la tangente étant négative, la fonction 
2 

reste positive. Si Ton continue à faire croître .t, on trou- 
ver^ de fpêpie une racine réelle à chaque tour de circQn- 
férence, dans le troisième quadrant, c'est-à-dire (Je 

(2fc -j- 1) u à (2ft + I ) Tc + ~. Ainsi l'équation admet une 

infinité de racines réelles. 
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Proposons-nous de calculer la plus petite racine positive; 
pour x=Tz+ j^ldi, tangente est égale à i et la fonction est 

encore positive ; la racine est donc comprise entre — 

4 

et — , c'est-à-dire entre 3,9 et 5. Essayons le nombre in- 

s 

termédiaire 4»5- Posons x = 7z-\-x'; poura; = 4»5, Tare 
af est égal à 1 ,5584 et vaut à peu près 77° 5o' en degrés an- 
ciens. On cherchera dans les tables le logarithme de la 
tangente, puis la valeur même de la tangente : 

a? = 4,5, x' = 77'5o', logtanga?' = 0,666353; ; 
tangx' = 4,0384, f{x) = — o,i384. 

Le résultat étant négatif, le nombre 4»^ ^st trop grand. 
Essayons 4>4 : 

a? = 4,4, a/= 72»6', logtanga:'= 0,4908093, 
tangâ/ = 3,0960, f{x) = 4- i,3o4o. 

Ainsi la racine est comprise entre 4?4 et 4»5 et très-rap- 
prochée de ce dernier nombre. 

L'interpolation par parties proportionnelles donne la 
correction 0,09. Nous essayerons donc 4,49 • 

a? = 4,49, x'=yfi5'Zo'\ tanga?'=: 4,42a3, /"(a:) = + 0,0677 
X = 4)5o, a/=: 77°49'5o", tangx'= 4>G372, f(x) = — 0,137a 

La racine est comprise entre 4>49 et 4»5o. L'interpolation 
par parties proportionnelles donne J5=0533 par défaut ; on 
essayera donc 4î4934» 

ir=r4,4934, ar'=77**27'io"3, tang^'=4>493iio, /{a?) =4* 0,000190 
a:=4,5935, x'= 77^*27 '3o"9, (ang.r'= 4,495332, f{x)z=: — o,o©i83a 
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La racine est comprise entre 494934 et 4*4935 et très-rap- 
prochée du premier de ces nombres. L'interpolation donne 

z = = 0,094* On aura donc 

2022 ^ 

X = 4,4934094. 

2AA. Exemple Y. Soit l'équation 

c* — e =: ax y 

que l'on a à résoudre daas le problème de la chaînette, 
c'est-à-dire lorsqu'on cherche la forme d'équilibre d'une 
chaîne pesante. Prenons a = 12,549 on a 



-« 



f(x)r=e' — e — i2,54Xa:=o, 

f\x)=e^'^7' 

On calculera e* et e~* par les formules 

loge* = Ma: = 0,434294482 Xv, 
loge* = — loge*. 

L'équation est vérifiée pour a;=o; mais elle admet en outre 
une racine positive que nous nous proposons d« déterminer. 
La valeur a;= 1 donne évidemment un résultat négatif, et 
de môme ^=2. Substituons les nombres suivants : 

a: = 3, e*=2o, f(x)=^ — 17, 
ar=:4, e* = 55, /•(x) = + 5. 

La racine est comprise entre 3 et 4* L'interpolation donne 
j5=o,8. Essayons 3,8 : 

X = 5,8, e*=: 44^7012, e = 0,0224, f(x) = — 2,9732, 
a: = 3,9, c* = 49,1025, e =0,0202, /"(x) = + o,4752. 

La racine est comprise entre 3,8 et 3,9. 
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La méthode d'approximation de Newton donne 

o,4^6a 



30,8873 



= — 0,011191 



L'erreur commise est moindre que 0,00012; ainsi la valeur 
de a est comprise entre — 0,01291 et — o,oi3o4- On pren- 
dra a = — o,oi3o et Ton aura la racine aJ=ai 3,887(1 par 
excès avec quatre décimales exactes. 

245i Exemple VL La détermination du mouvement d'une 
planète ou d'une comète autour du soleil se ramène à la 
résolution de l'équation 

ti — 6sinw:^Ç, 

dans laquelle la lettre Z, désigne un angle donné, u un angle 
cherché, e l'excentricité de l'orbite divisée par 5m 1". 

Quand on obtient cette équation, Ç et w désignent des 
longueurs d'arcs, e l'excentricité; on la transforme en 
changeant les arcd en angles. Soit x le nombre qui mesure 
la longueur d'un arc, le rayon étant pris pour unité; on 
sait que» dans la construction des tables trigonométriqùes, 
la longueur de l'arc d'une seconde a ^té prise pour le sinus 

de l'angle d'une seconde; le quotient aft:^- — r^exprlmei* 

donc combien l'angle qui correspond à l'arc x contient 
de fois l'angle d'une seconde. Ainsi, pour transformer 
un arc en angle, l'angle de i" étant pris pour unité, il suf- 
fit de le diviser par «m 1". Si donc on divise par $in i"tou» 
les termes de l'équation u — c sin u = JJ* on obtient l'équai^ 

tionti' : — ^sinu' = !î\ Quand il s'agit des planètes 

dont les orbites ont, en général, des excentricités très-pe- 
tites, on peut résoudre l'équation par la méthode des ap- 



RÉSOLUTION DÈS ÉQUATIONS îftANSCENDANTES. S61 

proiimatiops successives. Écrivons, en feffet, rêquatlon 
SOUS la forme 

H:^t + csînw. 

Éû négligeant le second terme du second membre, 6û à 
une première valeur approchée u^ = JJ. Substituant cette 
valeur dans le second membre, on a une seconde valeur 
w, = Ç + e sin Ç plus rapprochée que la première. Substi- 
tuant cette seconde valeur approchée dans le second mem- 
bre, on a une troisième valeur encore plus approchée 
u, = Ç + c sin Mj , et ainsi de suite. 

Prenons JJ=:63*'28'54"»6 et Texcentricité O1O1679826 de 
l'orbite terrestre. On cherche d* abord 

logo,o>6,9a.6 ^ 
logsmi' 

qui servira dans tout le cours du calcul. Calculons par loga^ 
liihmefi la première <;orrection e sin 2; : 

log € = 3,5395543 
iogsinî = 1,9478572 

■i— i— i^— ■ I " ■■■■ i^M^w> 

3,4873915 

e sinç = o'5i' 1 1^8 ; u^ = 63' 2o'6%4. 

Calculons de même la seconde correction e sin u^ — e Sin ^i 

loge = 3,5395343 
log sin Wj = T,95ii658 



■***k 



logo'5i'35",5 ... = 3,4907001 
e sin Wj — e sin Ç = 25",6 ; Wj = 63*» 20' 29^^,9, 

Calculons ensuite la troisième correction e sin u^ — e sin u^ : 

log e = 3,5395543 
log sin Wj =a 1,9511906 

iogo°5i'55%5 ... == 5,4907249 
esinw, — esin w^ = o%2 5 Wj = 63°2o'3o'',i. 
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On voit que les corrections deviennent de plus en plus 
petites; la correction suivante n'aurait pas d'influence sur 
les dixièmes de seconde. Le calcul se fait très-rapidement, 
parce qu'on se sert toujours de la même partie des tables. 

Exercices. 

!• Partager un hémisphère en deux parties équivalentes 
par un plan parallèle à la base. 

2« Déterminer les dimensions d'un prisme droit à base 
carrée, connaissant la surface totale et le volume. 

3* Déterminer les côtés d'un triangle rectangle, connais- 
sant la somme des deux côtés de l'angle droit et le volume 
qu'engendre le triangle tournant autour de l'hypoténuse. 

A* Partager un dçmi-cercle en deux parties équivalentes 
par une droite parallèle au diamètre. 

6* On a trouvé, pour l'écoulement de l'eau dans les 
tuyaux de conduite, la formule empiricjue 

dans laquelle D représente le diamètre du tuyau en mètre, 
j la pente par mètre, Q la dépense par seconde en mètres 
cubes. Calculer le diamètre qu'il faut donner à un tuyau 
pour que sous une pente donnée il fournisse une quantité 
d'eau déterminée. — On emploiera la méthode des approxi- 
mations successives à cause de la petitesse du second coef- 
ficient. 



DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNEUES. S63 



CHAPITRE VL 

DÉCOMPOSITION DBS FRACTIONS RATIONNELLES 
EN FRACTIONS SIMPLES. 

2ii6« On appelle fraction rationnelle une fraction algé- 
brique dont les deux termes sont des polynômes entiers 

d'une même lettre x. Soit -sr-r une fraction de cette forme. 

Nous pouvons toujours supposer cette fraction irréductible; 
car, si les deux polynômes avaient des facteurs binômes 
communs, on les supprimerût. Lorsque le numérateur est 
d'un degré plus élevé que le dénominateur, on effectue la 
division en ordonnant par rapport aux puissances décrois- 
santes de Xj ce qui donne un quotient entier et une frac- 
tion ayant son numérateur d'un degré moins élevé que le 
dénominateur. Lsdssant de côté cette partie entière, nous 

avons à considérer une fraction irréductible -;^ dont le 

numérateur est d'un degré moins élevé que le dénomina- 
teur. Nous désignerons par m le degré du dénominateur, 
le numérateur étant au plus du degré m — i. 

Cas des racines inégales. 

247. Supposons d'abord que l'équation /(a?) = o n'ait 
pas de racines égales. J'appelle a, 6, c, ft, fc les m ra- 
cines de cette équation, et je pose 

f[x) = {x-a)f,{x). 
Je remplace x par a+{x — a), et, regardant x — a comme 

23 
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un accroissement, je développe les deux polynômes ¥{x) 
eif^{x) suivant les puissances croissantes de a;— a, 






/'i(^)=A(«+*-«)«A(«)+fi(«)*-^+ 

Je divise le premier polynôme par le second, en ordonnant 
le quotient par rapport aux puissances croissantes de x—a; 

le premier terme du quotient est tt-t ; j'appelle A ce pre- 
mier terme ; en multipliant le diviseur p^ A et retranehant 
le produit du dividende, on a un res^ qpi ne contient plus 
de terme constant; si Ton met «-^n en facteur commun, 
ce reste peut être représenté par {x — a)¥^{x). Du divi- 
dende, qui est au plus du degré m^^i, on retranche le 
produit A,f^{x) qui est du degré «-^i, et l'on met x-^a 
en f^teup, le polynâiBe ¥^(x) est dono au plus du degré 
m-^94 J^arrètela division à ce premier terme ; le divi- 
depde, é^|it égal ai) produit du diviseur par le (quotient, 
plus le re^te, on a 

En divisant les deux membres par f{x) ou par iX'^ii)ft(^)i 
il vient 

F{x)^ A F,{x) 
f[x) x-a'^f,{xY 

4iA§i 1» fraction proposée est égi^le ^ une premièrç^ fraç- 

A F {x\ 

tion simple , plus une fraction rationnelle Vr-f * 

x—a f^{x) 

même forme que la première, mais d'un degré moins 
âevé* Le (lénoçaiftat^ur f^{x) est en effet du degré m^h 
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le numérateur F^{x) au plus du degré m — 2. Cette nou- 
velle fraction est d'ailleurs irréductible comme la proposée; 
car si les deux termes avaient un facteur binôme commun, 
ce ne pourrait être que l'un des facteurs de /^(x), par 
exemple 55 — 6; ce facteur, divisant les deux parties qui 
composent le second membre de l'équation (1) , diviserait 
leur somme V{x)^ ce qui est impossible, puisqu'on a sup-. 
posé qu'aucun des facteurs de f{x) ne divise ¥{x). 

Les mêmes raisonnements s'appliquent à la fraction 

F (x) 

-jj-r* Si Ton pose f^{x) ={x—b)f^(x)^ on aura 



f,{x) x-b'^f,(xy 



la nouvelle fraction —4- est aussi irréductible , son dé- 

Dominateur du degré m — s , ton Butnérateur au plus du 
degré m-^3. 
De même 

en continuant de cette manière, on arrivera enfin à une 
fraction du premier degré 

F^t(x) ^ K 

Si Ton ajoute toutes ces égalités» les fractions intermé- 
diaires disparaissent, et l'on a 

f{x) ar — ô"^ât — à"^ "^a? — A* 

Ainsi la fraction rationnelle est dicomposable m une 
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êùmme de fraction$ 9impleSy ayant respectivemmi pour dino- 
minaleurê les facteurs simples qui composent le dénominateur 
de la fraction proposée et pour numérateurs des constantes. 

2i8. Je dis mamtCDant que la fraction proposée ri est 
dicomposable qu'en un seul système de fractions simples. 
Oq démontre, en effet, qae deux systèmes de fractions 
simples 

^ +A+ + ^ 



X — a X — b *^ X — ** 



A' . B' . . K' 



r 



+ r-^,+ + 



égaux pour toutes les valeurs de x, sont identiques. Multi- 
plions par X — a , il vient 

Donnons maintenant à x la valeur particulière a ; le pre- 
mier membre se réduit à A ; si aucun des dénominateurs 
des fractions du second système n'était égal à x — a, le 
second membre s'évanouirait quand on faita;=a; il faut 
donc que l'un de ces dénominateurs soit égal à x — a. 
Supposons, par exemple, a'=a; alors on a 

^+(--4r^+^+ ] 

et si Ton fait x=a^ on en déduit A'= A. Ainsi la fraction 

du premier système fait partie du second. Suppri- 

X - a 
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mons ces deux fractions égales, il reste deux systèmes 
égaux 



" +A+ =^+.^+ 



X — à X — c X — 6' j?— c' 



B 

On démontrerait de même que la fraction r du pre- 

mier appartient au second, et ainsi de suite. Alors les deux 
systèmes sont identiques. 

2A9. Calcul des nuhérateubs. Nous avons trouvé 

Le premier numérateur A est la valeur de la fraction 

r(x) 



m 



quand on y fsdt x=^a. 

De même le second numérateur B est la valeur de la 
fraction 



m 



quand on y fait a? =6, etc. 

On peut aussi calculer ces constantes au moyen de la 
dérivée de la fonction f[x) . En eiTet, nous avons posé 

J{x)=(x-a]f,{xy, 

si Von prend les dérivées des deux membres, il vient 
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et, en faisant «a a, 

On en déduit 

A - ^(") 
On aura de m6me 

A*)' m 

Ainsi le8 numérateurs des fractions simples sont les diverses 

valeurs que prend la fraction ^77-7 » quand on y remplace 

successivement x par chacune des racines a, b, k de 

t équation ({x)=o. 

Exemples, 

i'* Soit à décomposer la fraetton 

F{x) îw?» + 6x^ — 6 



f(x) ^" a:* -f" oar* — ar* — ax ' 
En résolvant Féquation 

X* -f- îM?' — ^* — ax = o, 

on obtient les quatre racines simples o, 1, — 1,. — 2. Ainsi 
la fraction rationnelle se décomposera en (piatre fractions 
simples de la forme 

F(i^)^A B C D 

f(x) XX — 1 a?+i ar+2* 

Poui calculer les numérateurs, nous nous servirons de la 
dérivée 

f'(x) = 4a?* + 6a?* — 20? — 2, 
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ce qui donne 

no 6 

r_ F(-i) _-5 



F(-a) _^>_i 



Nous avons donc 



aj?* + 5a:* — 6 5,6 a , 



S« Boit à décomposer la fraction 

(a?-)- i)(ar — \)[x — a) (a? — 3) 

La fraction proposée se décomposera de la manière sui- 
vante : 



(x+i)(a? — i) (a:— a) (x-*3) a;+i x — i x^2 x — 3 

On peut déterminer les constantes immédiatement et sans 
l'aide d'aucune formule par la méthode des coefficientê in- 
déterminés, Si Ton multiplie par le dénominateur, l'égalité 
précédente devient 

j?« + 1 r= A (a? — 1 ) (ar — a) («r — 3) + B(a? + 1 ) (ar — a) (a? — 3) 
+ G(x + i) (x— i){x — 3) + J)ix + i)(x—i)(x — 2). 

Celte égalité doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de x. 
Faisons x successivement égal à chacune des racines sim- 
pleà '-^i , I , a, 5, tous les terflfes du secodd membre s'éva- 
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nooissenti excepté un, et Ton a les relations 

a=— a4A, a==4B, 5 = — 3C, io = 8D; 

d'où Ton déduit les valeurs constantes 

A=--, B=i, C = -|, D = l 

Cas des racines égales. 

250. Supposons que a soit une racine de l'équation 
f{x)=o d'un ordre n de multiplicité. Nous poserons 

et après avoir développé comme précédemment les deux 
polynômes F (a;) eif^{x) suivant les puissances croissantes 
deo? — a, 

F{x) = F(a + :p — û) = F(a)-f F(a)^^=^+ . . . . ., 



nous effectuerons la division du premier par le second, 
ordonnant le quotient suivant les puissances croissantes de 
x — a et poussant l'opération jusqu'au terme du degré n—i; 
représentons ce quotient par 

le reste de la division contenant à tous ses termes le factenr 
(x— a)* peut être mis sous la forme (a?— a)* ¥^{x). On a 
ainsi 

F(^)=[Ao+A,(^-a) +A^^{x-ar%[x)+{x-a)%{xy 

Le diviseur étant du degré m — n, et le quotient du d^ 
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n — I, le produit du diviseur par le quotient est du degré 
m — I, et comme le dividende est au plus du degré m — i, 
la différence ou le reste de la division sera au plus du 
degré m — i; puisqu'on a mis {x — a)*» en facteur, il en 
résulte que le polynôme F/o?) est au plus du degré 
m — n — 1 . Il est évident, d'ailleurs, que les deux polynômes 
f^{x)etF^{x) sont premiers entre eux; car s'ils avaient 
un facteur commun, ce facteur diviserait f{x) et F(x), ce 
qui est contraire à l'hypothèse. Divisons maintenant par 
f{x) ou {x-^ay f^{x) les deux membres de l'égalité précé- 
dente, il vient 

f{x) (a? — < "^ [X'-a)'^^ "^ x — a "^ f^{xy 

Ainsi le facteur multiple {x — a)*" donne lieu à une série 
de n fractions simples, et nous avons encore à décomposer 

la fraction irréductible /; , , dont le dénominateur est du 

degré m — n, le numérateur au plus du degré m — n— i. 
Supposons que l'équation f{x) = o contienne une seconde 
racine b d'un degré p de multiplicité; nous poserons 
f^ [x) = (a? — byf^ {x) , et nous aurons de même 

f,(x)-(x^by^(x-bY-''^ '^x^b'^ f,(xy 

S'il y a une troisième racine c d'ordre 9, on aura encore 

F«W _ Cq I G,_ , C,,i , F,(^) 

m^i^-cY ^ i^-cr' "^ '^x-c^ f,{xy 

S'il n'y a pas d'autre racine multiple, le polynôme f^{x) 
ne contenant plus que des facteurs simples, on aura, d'après 
ce qui a été dit plus haut, 



3Ô2 trVRfe VII, CHAP. VI. 

/•.(xj-'ar^rf + ÏII^"^ +^:=1- 

Eu ajoutant toutes ces égalités, on trouve enfin 

^(fl^) (a? — «)»• "^ (i^T^^pl ■»" ■*" a?— a 

+ jzr3 + *^^3i- 

A chaque racine multiple correspond un groupe de frac- 
tions simples. La première fraction de cbaqucï groupe existe 
nécessairement, mais les autres peuvent manquer; en 
effet, quand on effectue la division des polynôme F (a;) et 
f^ {w) ordonnés comme nous l'avons dit» le» premiers teram 
F(a) et /'j(a) ne sont pas nulô^ et par conséquent le pre- 

mier terme Aq= Tr-rdu quotient n'est ni nul ni infini; 

mais parmi les termes suivants, quelqudôoun» peuvent atoir 
des coefficients nuls. 

251. Je dis maintenant que la fraction proposée rCeii 
décomposable qu'en un seul système de fractions simples* 
Soient 

(ar— a)« "^ {x — a^-' "^ (a?— 6)" "^ (ar-é)"-* ' 

A' A' iV W 

(a?— a')"' (x—ay-' ^ [x—by (x^by-^ ' 

deux systèmes égaux entre eux, quelle que sôit la taleur 
de X, Multiplions les deux expressions par (a?— a)* et fri- 
sons a; = a; la première se réduit à A^; si aucune des frac- 
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tions du second système n'avait pour dénominateur une 
puissance de x — a, le second membre s'évanouirait quand 
on fait 0?= a; il faut donc que certaines fractions du second 
système aient pour dénominateurs des puissances de x — a. 
Soit a'=a; je dis que n'=n; car si les deux exposants 
différaient, si, par exemple, n était plus grand que n', en 
multipliant par (x — A)**, on verrait que pour a? = a le pre- 
mier membre se réduirait à A^ , tandis que le second s'éva- 
nouirait ; on a donc aussi n'= n. Mais alors l'égalité devient, 
après la multiplication par {x - a)**, 

Ao + A,(x-ii) + + (^-.a)'^[^jA_+ J 

=A\+A\(x-a) + + (^_a)n[^^-A^+ J. 

si l'on fait a?=a, on'en déduit A^ s= A'^^. Ainsi la première 
fraction du premier système se retrouve dans le second. En 
supprimant ces deux fractions égales et recommençant le 
même raisonnement, on verrait que la seconde s'y trouve 
également, et ainsi de suite. Donc les deux systèmes sont 
identiques. 

Exemple* 

Soit à décomposer la fraction rationneHe 

F(x) 4^' — 5x + a 

f(x) x^ — «' — a;*-|-^*' 

Le dénominateur 

f(x) = x^(x—iY(x+i) 

contenant un facteur triple, un facteur double et un facteur 
simple, la fraction propasée se développera en fractions 
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simples de la forme suivante 

F(a?)_A, . A A, B, B C 

f{x)'^x^'^ x^'^ X '^ (x—i)^'^ x—i '^ x+i' 

Calculons les trois constantes qui se rapportent au fac- 
teur triple X. Nous ordonnons par rapport aux puissances 
croissantes de x^ 

F{x) = a — 5a? + ^x*, 

f^{x)=:(x — i)*(x + i) = i — X — a?' + ar*, 

et nous effectuons la division jusqu'à ce que nous arrivions 
au terme du second degré, en remarquant que dans ce 
calcul il est inutile d'écrire les termes d un degré supérieur 
au second, ce qui abrège l'opération. 



a — 5x 

— 3a: + ax* 

— X* 



X — X* 



3 ""^ ùX """ X^» 



Puisque le quotient a été représenté par A^,4- ^^0?+ A,aîS 
on a 

Aq = a^ Aj= — o^ Aj=^— 1. 

Calculons maintenant les coefficients qui se rapportent 
au facteur double x — i. On peut supposer que Ton com- 
mence la décomposition par ce facteur. Nous développerons 
jusqu'au premier degré en négligeant les termes suivants 

F(x)=F(i+ar— i)=F(i)+F(i)(ar— 1)+ =1+7(0:— 1)+ 

/',(^)=x»{x+i)=^*+a:»=/;(i)+A'(i)(^-i)+...t^a+7{^-i)+..-. 



et nous effectuerons la division 



1+7(0:— 1) 



a + 7(^—1) 



+ Z(,_.) i + Z (._.). 
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Ce quotient a été représenté par B^ + Bj(a?— i); on a 
donc 

Quant au coefficient G qui se rapporte au facteur simple 
(a?+ 1), on l'obtient par la règle ordinaire 



r(-i)'"-4"" 4' 



On a ainsi 



175 

Ux^ — 5j?+i> a 3 i ^ I 4 4 

On peut employer aussi la méthode des coefficients indé- 
terminés. On a posé 

4ar»,.5j?-{.a ^Ag . A, A, B^ B, C 

Si Ton chasse les dénominateurs, cette égalité devient 

+ [Bo + B,(x— i)]x\x+ i) +Cx'[x— i)\ 

En donnant successivement à x les valeurs o, 1, — it 
on a 

a=A„ i = aBo, 3 = — 4G; 
d'où 

I 3 

Ao = a, B^ = -, C=r — -. 

a 4 

Prenons les dérivées des deux membres de l'égalité précé- 
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âeoto, CQ qui donne 

laor»— 5=(A,+aA,a:)(x— i)«(x+i)+(A,+A,x+A^«)[2(x— i)(x+i)+(a:-i)1 
+3Cx«(x— i)»+aCLr»(a:— i), 

et dans cette dernière égalité, faisons ^==0 et â?=i| nous 
aurons 

— 5 = Ai — Ao, 7 = aB, + 7B^, 
d'où 

A. = -3, B, = Z. 

Il ne reste plus que la constante A, à déterminer ; pour 
cela noua prendrons encore une fois la dériTée et nous y 
ferons a;=o. Il suffit d'écrire les termes qui ne contiennent 
pas le facteur a;, 

a4x = 2A,(x — i)*(x + 1) + aAj [a(x — 1) («f-f i) 4, (4^^ if] 
+ Ao[a(x+i)+4(x-i)]+ 

Si Ton fait «co, il vient 

o;=aAj— :»A^— »At, 
d'où 

A, = — 1. 

Cas des racines imaginaires. 

252. La décomposition de la fraction rationnelle -^^4 

est vraie d'une manière générale, quelles que soient les 
racines de l'équation /'(a;)=o, réelles ou imaginaires. Sup- 
posons que les deux polynômes qui composent la fraction 
proposée aient tous leurs coefficients réels ; dans ce cas, si 
l'équation admet une racine imaginaire ot+^i elle admet- 
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tra la racine coiyugqée a-^^i, A ces deux racinoa corre»- 
pondent dans le développement des fractions simples de la 
forme 

A + Bz A — Bt 

les Bum^rateurs de ees deux fractions sont des quantités 
imaginaires conjuguées ) car la seconde se déduit évidem- 
menl de la premiàre par le changemefnt du signe de t Si 
Ton veut éviter les imaginaires dans la décomposition, il 
suffil d'ajouter ces deux fraetions simples, ce qui donne 

A + Bi A — B/ _ aA(a?^<)-^aBp 

Ainsi, ik nxi couple de racine» simples imaginaire» conju- 
guées correspond une fraction réelle de la forme 

ayant son dénominateur du second degré et son numéra- 
teur du premier degré. 

S63, Noua ayops supposé dans ce qui précède que les 
racines imaginaires conjuguées sont simples; supposons 
maintenant qu'elles soient d'un degré n de multiplicité, et, 
pour abréger, représentonsi par ap* + P^+* 1© produit 
(^-rr>a]'-f §' deil deux facteurs binômes du premier degré. 
Noua allons déuHmtrer que la partie qui, dan^ le dévelop- 
pement, correspond à ces deux racines imaginaires conju- 
guées d'ordre n, peut être ramenée à une somme de n frac- 
tions de la forme 



-'-1- . -1 — , 



{x^ + pX'\'qy (x* + pX'{'qY^^' *' x*'^px-\-q* 
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dont les numérateurs sont réels et du premier degré. 
Posons f{x)={x^+px+q)''fi(x). On peut disposer des 
deux constantes M^ et N^ de manière que le polynôme 

soit divisible par »*+?»+ g. Il suffit pour cela que ce po- 
lynôme s'annule pour a? = a + ^t et pour x = a — ^i ; si nous 
remplaçons x par chacune de ces deux valeurs et si nous 
appelons AdiBt et GdiDt les valeurs correspondantes des 
fonctions F(x) et ^(j?), nous obtiendrons les deux rdations 

(A + Bt')-[M.(« + pO+NJ(C + Dil = o, 
(A- Btl - [Mo(« - Pe) + No] (G - Di) = o. 

On eu déduit, en égalant séparément à zéro la partie réeUe 
et la partie imaginaire, 

(PD— aC)Mo-CN,=— A, 
(pC + aD)M, + DN, = B. 

Ces équations entre M^ et N^ sont du premier degré ; le 
dénominateur commun des inconnues P(C* + D*) n'est pas 
nul; car si ^ était nulle, les racines ne seraient pas imagi- 
naires; si C* + D* était nulle, le polynôme f^{x) contien- 
drait encore le facteur aî*+l>^ + î- Od trouve ainsi pour 
M^ et N^ des valeurs réelles finies et déterminées. 

Le polynôme (2) devenant de cette manière divisible par 
x^+px + q^ si Ton appelle cp(a?) le quotient entier, on aura 

F(x) - (M,x + No)A(ar) = [x' + px + q)^(x), 

d'où Ton déduit 



F(x)_ MqX + Nq 

fl^\ ~~ /«.« _!_»»«. _1_ n\n "T ;_i 



t(«) 



f(x) {X* -{■px + y)" ^ (x* +px + qT-'ft(x) ' 
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On aurait de mêioe 



•K^) 






et ainsi de suite 

Exemples. 

l"" Décomposer la fraction 

Flx)_ x^ + 5 _ x* + S 

f[x) "~ a?* + ^' + ^* + ^ ^^ + (^* + 0* 

On a deux racices réelles o et — i et deux racines imagi- 
naires +t et — t. Si Ton ne veut pas de quantités imaginaires 
dans le développement, on écrira 

F(x)_k B Gr + D 

f{x) X X-^-l X^ -^l ' 

Pour calculer les numérateurs, on emploiera de préférence 
dans ce cas la méthode des coefTicients indéterminés. Si Ton 
multiplie par f(x), l'égalité précédente devient 

x'' + 5=A(x+i){x*+i) + Bx{x* + i) + (Cx + ï>)x{x + i). 

Si Ton y fait successivement a?=oeta?= — i, on trouve 

A = 5, B = — a. 

Il reste à déterminer les deux constantes G et D qui cor- 
respondent aux racines imaginaires. On égalera les coeffi- 
cients de x^ et de x^ dans les deux membres de l'égalité, ce 
qui donne les relations 

i=A+B + C; 
o = A-|-C+D; 
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d'où l'on déduit 

C = — 3, p=— 3. 
Ainsi 

X* + 5 5 a 2X + 3 



i.«-t — : — a 



X* 4" ^' + ^* + ^ ^ X -|- 1 o:^ + * ' 
2"" Décomposer la fraction 



x(x^ -j" 



f 



On a une racine simple o et deux racines imagindres 
conjuguées doubles dzt. La fraction se décomposera donc 
sous la forme suivante 

A . &r + G . B'x + C 



Si Ton chasse les dénominateurs, on a l'égalité 

i = A(x* + 1 )• + (Bx + C)x + (Wx + C) x{x^ + i). 

faisant op =p, il vient A =;= i . Égalant ensuite dans les deui 
membres les coeflicients des mêmes puissances de x^ on 
obtient les relations 

A + B'=o, G'=:o, 2A + B + B'=o, C-}-G'=o; 

d*où l'on déduit 

B' = — 1, G' = o, B=:— 1, G = o. 

On a ainsi 

lia: X 
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Note A. — Formule générale pour la résolution 
des équaliom du premier degré, 

254. Soient n lettres a.b^c^ h. Considérons l'ex- 
pression 



abc hx{b—a)X(c—a)(c—b)x(d—a) (d— è)(rf— .c)X 

X(A — a)(/i — ô) (A — fl'). 

On a mis d'abord le produit des n quantités, et, pour former 
les facteurs binômes, on a écrit à la suite de chaque lettre 
successivement chacune des lettres précédentes. Le nombre 
des facteurs binômes est égal au nombre des combinaison^ 

des n lettres deux à deux, c'est-à-dire à— ^ -; le fac- 

teur abci i . i .h étant du degré n, le degré de chacun dç^ 
termes du produit est — ^ + n, ou— ^ — ■ — -. Le po- 
lynôme ainsi formé jouit de propriétés remarquables quç 
nous allons démontrer. 

Nous remarquons d'abord que, si l'on permute deu? 
lettres quelconques dans le polynôme, on reproduit }§ 
même polynôme avec des signes contraires. Permutons par 

exempte les deux lettres è et d; le facteur abc h ne 

change pas; les facteurs binômes qui ne contiennent au- 
cune des deux lettres 6 et d ne changent pas non plus ; les 
facteurs qui ne contiennent qu'une seule de ces lettres don- 
nent des groupes tels que * 

(b^a){d^a), [c^b)[d--^o\ [f^h){f-^d], 

qui ne changent pas par la permutation des lettres b et d; 
il re§te à considérer le facteur d — 6 qui renferme les deux 
lettres \ ce facteur devient b — d ou. — d -|- 6, et change de 
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signe ; il en résulte que Ton obtiendra les différents termes 
du second polynôme en changeant simplement les signes 
de tous les termes du premier polynôme. Mais, on obtient 
aussi ce second polynôme en permutant les deux lettres b 
et d dans le premier; ainsi, quand on permute deux lettres 
quelconques dans le polynôme proposé, on reproduit Je 
même polynôme avec des signes contraires; par consé- 
quent, quand on permute deux lettres quelconques dans 
le polynôme proposé, et qu'on change les signes de tous 
les termes, on reproduit le polynôme proposé. 

On conclut de là, que si, dans un terme du polynôme on 
permute deux lettres et qu'on change le signe, on obtien- 
dra un autre terme du polynôme. Supposons qu'un terme 
contienne deux lettres affectées du même exposant, la per- 
mutation de ces deux lettres ne changeant pas la valeur du 
terme, on voit qu'à ce terme en correspond un autre égal 
et de signe contraire; si Ton supprime les termes qui se 
détruisent deux à deux, le polynôme ne contiendra plus 
que des termes dans lesquels tous les exposants seront dif- 
férents. Une même lettre n'entrant que dans n — i facteurs 
binômes, les exposants dont les lettres sont affectées dans 
les différents termes du produit seront au plus égaux à n ; 
comme la somme des exposants dans chaque terme, ou le 

degrédu terme, doit être égal à ^ , on en conclut que 

chaque terme doit contenir toutes les lettres affectées des 
exposants i > 2, 3, , n. Imaginons que, dans chaque 

terme du produit, on dispose les lettres suivant l'ordre des 
exposants ; le nombre des termes du produit, après la sup« 
pression des termes qui se détruisent deux à deux, sera égal 
évidemment au nombre des arrangements, ou des permu- 
tations, que l'on peut former avec les n lettres (n* 27). Le 
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premier terme, celui que rou obtient quand on prend les 
premiers termes dans tous les facteurs binômes, est 

a*6V h\ 

De celui-là on pourra déduire tous les autres en permu- 
tant deux lettres plusieurs fois successivement et changeant 
le signe à chaque permutation. 

Si deux lettres, telles que a et 6, deviennent égales entré 
elles, le facteur 6 — a se réduisant à zéro, il est clair que 
le produit est nul. Mais il faut remarquer en outre que les 
termes du produit se détruisent deux à deux-, soit, par 

exemple, le terme zh a*d'6V ; Si dans ce terme on 

permute les deux lettres a et 6, et qu'on change le signe, 
on obtient un autre terme ip6MVc*... du produit; or, 
quand on fait a = 6, ces deux termes, devenant égaux et de 
signes contraires, se détruisent. 

255. Dans le polynôme précédent, que nous avons défini 
par un produit de facteurs binômes, concevons que Ton 
remplace les exposants par des indices, il est évident que 
les mêmes propriétés subsisteront. Le premier terme de ce 
nouveau polynôme sera 

Si l'on permute deux lettres quelconques, et qu'on change 
les signes, on reproduira le même polynôme. On pourra 
donc du premier terme déduire tous les termes en permu- 
tant deux lettres plusieurs fois successivement et chan- 
geant le signe à chaque permutation. Si deux lettres devien- 
nent égales, les termes se détruiront encore deux à deux, 
et le polynôme deviendra égal à zéro. 

Le polynôme que nous venons de former s'appelle le dé- 
terminant relatif au système des quantités contenues dans 
le tableau suivant : 
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«n ^1^ ^lî K> 

^1» *t> ^1» • • • • • ^j» 

^19 *SJ ^8J . • • • • ^1, 



ÛH5 **> (^ny K' 

Chaque terme du déterminant contient comme facteur un 
nombre de chacune des lignes horizontales et un seul, et 
de même un nombre de chacune des colonnes yerticaîes. 

11 a été démontré que, lorsqu'on remplace les nombres 
d'une colonne verticale par ceux dune autre colonne ver- 
ticale, le déterminant est identiquement nul. De même, 
quand on remplace les nombres d'une ligne horizontale 
par ceux d'une autre ligne horizontale, le déterminant est 
identiquement nul; considérons, par exemple, le terme 

±a,cl,6,c^ 5 ^^ permutation des deux indices i et 3 dans 

ce terme, revenant à la permutation des deux lettres a et 

6, donne un terme désigne contraire ^a^djb^c^ ; quand 

deux indices deviennent égaux, les termes deviennent donc 
égaux et de signes contraires , et le polynôme s'annule. 

256. Un système de n équations du premier degré à n 
inconnues peut être mis sous la forme suivante : 



On« + *ny + + M = K' 

Imaginons formé le déterminant relatif au systëoie des con- 
fidents des inconnues dans ces équations, et représentons 
par D ce polynôme. Tous les termes contenant la lettre a 
une fois et seulement une ibis, nous pourrons ordonner ce 
polynôme par rapport à a^ a, , a« 



BÉSOLDTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. t7$ 

D = A,a, J- A,a, + +A,a„ 

lés quantités A, , A^, ... ne contenant plus la lettre a. Nous 
savons que, si Ton remplace la lettre a par Tune des autres 
lettres, le polynôme devient nul ; on a donc les relations 

A^b^ + A^b^ + +AA = o, 

A|Cj "T" Aj c, -|- . ♦ • . « -+- A^Cf^ =^ o, 

AjA, + A,A, + . . . . . +AA = o. 

Cela posé, multiplions les équations proposées, la première 

par A,, la seconde par A,, la troisième par A,, , la 

dernière par À^ et ajoutons, le coefficient dé x sera le po- 
lynôme D; les coefficients des autres inconnues, d'apiès 
les relation^ précédentes, seront nuls ; on aura donc 

Dx = Ajft, + Ajft, + -\-KK, 

d'où 

^ A fit *r Afii -}-.*.. . -|- A„A;^ 

Ajûi V A,a, 4- +A„a; 

Le déterminant est le dénominateur commun. On obtient 
le numérateur relatif à chaque înconîiue en remplaçant 
dans ie dénominateur les coefficients de l'inconnue par les 
seconds membres des équations. 



s 



Note B. — Théorème sur le nombre des racines 
d^une équation algébrique. 

257, Notis avons expliqué (nMâl)commeil ton représenté 
les quantités imaginaires par dy grandeurs géométriques. 
Dans un plan , marquons un point fixe o et traçons une droite 
ou axe fixe ox; une quantité imaginaire z = r (eos + 1 sin 6) 
sera représentée par une longueur cm égale au module f ; 
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^ *• et portée dans une direction qui fasse 

avec Taxe ox un angle égal à l'argu- 
ment 0. Si l'on conçoit que le point m 
décrive dans le plan une courbe con- 
tinue, cette courbe figurera la varia- 
tion continue de la quantité imagi- 
naire z. La grandeur géométrique oml 
étant la somme des deux grandeurs géométriques om et mm\ 
on dira que la corde mm! est la variation de z quand on 
passe du point m au point m'. 

Nous savons (n* 140) que le module d'une quantité imagi- 
naire est parfaitement déterminé, mais que l'argument peut 
être augmenté ou diminué d'un multiple quelconque de 2%. 
Lorsque la variable z décrit une courbe, le module varie 
d'une manière continue; nous ferons varier aussi l'argu- 
ment d'une manière continue; ainsi, du point m au point 
voisin m', la variation de l'argument sera l'angle très- 
petit tnom\ Quand la variable revient au point de dé- 
part m après avoir décrit une courbe fermée , le module 
reprend sa valeur primitive ; mais l'argument peut avoir 

été augmenté ou diminué de sir, ou 
d'un multiple de 21c. Si la courbe 
fermée ne comprend pas l'origine 
(fig. 1), il est évident que l' argu- 
ment reprend en m sa valeur primi- 
tive; mais si la courbe enveloppe 
l'origine, comme le représente la figure 2,1e rayon om ayant 
fait un tour entier, l'argument a été augmenté de aie. 

Il est clair que, lorsqu^ la variable parcourt une même 
ligne dans deux sens opposés, les variations de l'argument 
sont égales et de signes contraires. Par exemple, si la va- 
riable décrit l'arc mm' {fig. 1) dans un sens, puis le même 
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arc m'm en sens inverse, les variations de Targument sont 
égales à Fangle ntom', pris d'une part avec le signe -f* d'au- 
tre part avec le signe — . 

Si Ton partage une aire plane s en plusieurs parties 
Fig. 3. «1,5,» s, {fig* 3) par des transversales rec- 

tilignes ou curvilignes, la variation de 
l'argument relative au contour de l'aire s 
est égale à la somme des variations de 
l'argument relatives aux contours des aires 

partielles Sj , «, , s,. Car chaque transver- 
sale étant parcourue dans deux sens opposés, les variations 
fournies par ces transversales se détruisent deux à deux, 
et il ne reste que la variation produite par le contour de 
Taire 5. On suppose que les contours de toutes les aires 
$^ y 5, , 5, sont parcourus par le mobile dans le même sens. 

2S8. Ces principes nous serviront à étudier les pro- 
priétés d'une fonction entière, quand on donne à la va- 
riable z des valeurs imaginaires. Considérons d'abord un 
polynôme entier ne renfermant pas de terme constant 

Az + Bz« + Cz» + 

Appelons a, 6, c, , les modules des coefficients» r le 

module de la variable z\ le module d'une somme de quan- 
tités imaginaires étant moindre que la somme des modules 
de ces quantités (n* 143), le module du polynôme est plus 
petit que 

ar -^ br* -^^ cr^ '\- 

Mais on peut donner à la variable réelle r une valeur as- 
sez petite r, , pour que ce dernier polynôme ait une va- 
leur plus petite qu'une quantité donnée a, si petite qu'elle 
soit \ pour toutes les valeurs de z ayant un module infé- 
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rieur à fj « le polynôme proposé aura un module plus {)etit 
que ai. 

Considérons maintenant une fonction entière quelconque 
« ss f{z). Si Ton donne à la variable z un accroissement fc, 
la fonction éprouve un accroissement 



On peut rendre le module de ft assez petit pour que le module 
de k soit plus petit que toute quantité donnée; ainsi, à une 
variation infln'ment petite de la variable correspond une 
variation infiniment petite de la fonction ; on en conclut 
que la fonction entière varie d'une mjmière continue avec 
la variable. 

259. La fonction u est une nouvelle quantité imaginaire 
que nous représenterons par une grandeur géométrique 
comme la variable z. Afin d'éviter la confusion, nous figu- 
rerons ces deux variables sur deux plans différents. Soit d 

Fig. 4. 




0*^ 




(fig. h) Torigine de la grandeur géométrique om qui, sur le 
premier plan, représente la variable z, O l'origine de la 
grandeur géométrique OM qui, sur le second plan, repré- 
sente la fonction u. A chaque valeur de z correspond une 
vaileur de u et une seule; ainsi, à chaque point m du pre- 
mier plan correspond un point déterminé M ou second 
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plan. Quand le point m décrit une courbe continue, le 
point M décrit aussi une courbe continue. Si le point m re- 
vient à sa position primitive, après avoir décrit une courbe 
fermée, le point M revient aussi à sa position primitive. 

Donnons à z une valeur particulière z^ figurée par là 
longueur oa; à cette valeur correspond une valeur u^ de 
la fonction figurée par la longueur OA. Nous supposons la 
valeur ù^ différente de zé^jo. Faisons a =2^ + '^» u = UQ+k. 
On peut, comme nous l'avons dit , assigner un module r^ 
tel que pour toutes les valeurs de h dont le module est égal 
ou inférieur à r^, le module de * soit moindre que la lon- 
gueur 6A, c'est-à-dire moindre que le module de u^. Les 
Nouvelles variables ft et ft sont figurées par les droites am et 
AM qui tournent autour des points fixes a et A. Si le point m 
décrit une courbe fermée comprise dans le cercle décrit du 
point a comme centre avec un rayon égal à r^ , le point M 
décrira aus&l une courbe fermée comprise dans le cercle 
décrit du point A comme centre avec un rayon égal à AÔ. 
En suivant le mouvement de la droite OM qui représente 
la fonction w, dn voit que l'argument de cette fonction re- 
prend en M sa valeur primitive. 

260. Supposons tnaintenant que la quantité z^ sdit 
i-acine du polynôme de Tordre n de multiplicité , c'est-à- 
dire que le polynôme f{z) soit divisible par (z — z^)\ Pô- 
sons 

ou 

Nous pouvons assigner un module r^ tel que, pour toutes 
les valeurs de h dont le module est égal ou inférieur à r , , 
le modulé de if{z^ 4- ft) — <p(«ô) soît moindre que le moddle 



S80 NOTE B. 

de <f{z^). Faisons 

A = r(co86 -f- 1 sinO) ^ 
d'où 

A* = r*(cos fi6 + 1 sin n6). 

La fonction u étant égale au produit des deux facteurs hr 
et <f(z^ + h)j son argument est la somme des arguments de 
ces deux facteurs. 

Concevons que le point m décrive autour du point a une 
courbe fermée comprise dans le cercle r ^ , et, pour plus de 
précision, faisons décrire à ce point une circonférence de 
cercle ayant le point a pour centre et un rayon r plus petit 
que fj ; la droite am^ qui représente la variable A, décri- 
vant autour du point a le cercle entier, l'argument de cette 
variable augmente de sic, et par conséquent l'argument nO 
de h"" augmente de amz. 11 résulte d'ailleurs de ce qui pré- 
cède que l'argument de <f(z^ + *) reprend sa valeur primi- 
tive. On conclut de là que l'argument de la fonction u 
éprouve une augmentation égale à 2mz. 

261. Quand la variable z décrit une même ligne dans 
deux sens opposés , la fonction u décrit aussi une même 
ligne dans deux sens opposés ; car, si la variable z va de 
m en m', puis rétrograde de m' en m, la fonction u va de M 
en M', puis rétrograde de M' en M pour revenir à sa valeur 
primitive; l'argument de la fonction u éprouve donc deux 
variations égales et de signes contraires. 

Concevons que la variable z décrive le contour d'une aire 
plane quelconque s {fig. 3) ; partageons cette aire en plu- 
sieurs parties «i , 5, , 5, , , par des transversales rectili- 

gnes ou curvilignes, et concevons que la variable décrive le 
contour de chacune de ces aires partielles dans le même 
sens. Quand la variable z décrit le contour d'une aire 
plane, la fonction u décrit aussi une courbe fermée, et son 



THÉORÈME DE GAUGHY. 381 

argoment éprouve une certaine variation. Chacune des 
transversales étant parcourue par la variable z dans deux 
sens opposés, les variations correspondantes de l'argument 
de la fonction sont égales et de signes contraires. ^ On en 
conclut que la variation de l'argument de la fonction rela- 
tive au contour de l'aire 5 est égale à la somme des varia- 
tions relatives aux aires partielles 5^ » 5, » s, , 

262. Supposons d'abord que l'aire considérée ne com- 
prenne aucune racine du polynôme f{z). On peut la diviser 
en parties assez petites pour que l'on puisse appliquer à 
chacune d'elles les conclusions du n" 259. La variation re- 
lative à chaque partie étant nulle, la variation relative à 
Faire totale est nulle. 

Supposons maintenant que Taire plane s comprenne une 

ou plusieurs racines du polynôme ; 
par exemple une racine z = a du de- 
gré n de multiplicité, une racine 
j5 = 6 du degré n\ etc. Marquons à 
l'intérieur de l'aire les points a, 6, 

c, , qui correspondent à ces ra- . 

cines. Autour de ces points comme 
centres, décrivons des cercles très-petits. La partie de 
Taire $ extérieure à ces cercles ne comprenant pas de ra- 
cine, la variation correspondante de l'argument de la 
fonction est nulle ; il reste à considérer les cercles eux- 
mêmes. La variation relative au cercle a, d'après ce que 
nous avons dit au n° 260, est 2n7c ; la variation relative au 
cercle 6 est 2n'Tz^ etc. La variation relative à l'aire s est la 
somme de ces variations partielles, c'est-à-dire 

2(n + n' 4" ^" + • • • • • )^' 
On en conclut le théorème suivant dû à l'illustre Cauchy : 
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Le nombre des raeintê é^un polynôme entier comprises dans 
une aire plane donnée est égal à la variation qu'éprouM 
t argument du polynôme qtmnd la variable décrit li contour 
de Vaire^ cette variation étant divisée pur sic. 

Il est clair que l'on compte chaque racine avec son degré 
de multiplicité. 

263. De Torigne o comme centre, décrivons un cercle 
avec un rayon r assez grand pour que ce cercle comprenne 
toutes les racines du polynôme f(z) . La variation qu'éprou- 
vera l'argument du polynôme quand la variable z décrira 
la circonférence de ce cercle donnera le nombre total des 
racines du polynôme. Soit m le degré du polynôme que 
nous ordonnons par rapport aux puissances décroissantes 
des 

nous pouvons écrire ce polynôme sous la forme 

t. = z«(A + Bl + C~ + ) 

ou 

u = zr(A + Bz: + Çzf*+ ) = z«<p(z'}, 

en posant ^ = ir* 

Quand on fait décrire à la variable z le cercle de rayon r, 

la nouvelle variable z' décrit un cercle de rayon -; à là 

partie du plan extérieure au premier cercle correspond la 
partie du plan intérieure au secopd cercle. Puisque le 
polynôme f(z) n'a aucune racine en dehors du premieç 
cercle, le polynôme cp(z') n a aucune de ses racines à l'inté- 
rieur du second cercle. L'argument du polynôme cp(2') re- 
prend donc sa valeur primitive ; ainsi l'argun^^pt du po- 
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lyndme f{z) éprouve la même varip.tion que l'argilmetit 
de z"^. Si Ton pose 

;5 = r(cosÔ + ^sin6), 
on a 

z~ = r**(cos m6 + 1 sin nS) ; 

on voit que, lorsque la variable z décrit la prcqr^féfepQe 4^ 
rayon f , Taugle 6 augraetitant de 2tç , Targument v),^ de zT 
augmente de 2rmz\ telle est la variatioo de Targumenj; (Ju 
polynôme proposé. On en conclut que to;ai 'polyr^ùme ^nti^ 
du degré m a m racines réelles ou imo^ginaires. C'est le 
théorème fondamental de la théorie des équations^ 



Note C. — Théorème de Sturm. 

264. Le théorème de Sturm donne le moyen de trouver 
exactement le nombre des racines réelles d'une équation 
algébrique comprises entre deux nombres donnés. 

Désignons par X un polynôme entier f{x) à coefiicients 
réels, n'ayant pas de racines égales, et ordonné suivant les 
puissances décroissantes de x. Appelons Xj sa dérivée f (a:). 
Divisons X par Xj et appelons X, le reste changé de signe ; 
divisons Xj par X, et appelons Xj le reste changé de signe; 
après un certain nombre d'opérations, nous arriverons à 
un reste indépendant de x; nous désignerons par X^ ce 
reste changé de signe. Considérons la suite des polynômes 

X, Xj , Xg , , Xp. 

Si dans cette suite on donne à x successivement deux va^ 
leurs réellea particulières x^ et x^^ x^ étant inférieure à m^^ 
et que l'on compte les variations que présentent les deux 
suites de quantités, le nombre des variations perdues quané 
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on passe de x^ h x^ indique exactement le nombre des ra- 
cines réelles comprises dans cet intervalle. 

En effet, faisons croître x d'une manière continue de x^ 
et x^; une modification dans le nombre des variations ne 
pourra s'opérer que si Tun des polynômes change de signe, 
et par conséquent passe par zéro. Nous remarqueras d'a- 
bord que deux polynômes consécutifs X„ et X^^ ne peuvent 
s'annuler pour une même valeur de x; car alors tous les 
polynômes seraient divisibles par x — a; le polynôme 
proposé et sa dérivée admettraient un commun diviseur, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Supposons que l'un des 
polynômes intermédiaires X^ change de signe pour x=a; 
comme on a, quelle que soit x^ 

on aura, pour :r=a, 

On peut prendre h assez petit pour que, x variant de a—h 
k a + hy chacun des polynômes X^^ et X^^.^ conserve le 
même signe ; ces deux polynômes auront donc des signes 
contraires dans tout cet intervalle. Or, quels que soient les 
signes du polynôme X^ pour x=a — h et pour aî=a + fc, 
la suite des trois polynômes 

présentera évidemment, pour chacune de ces deux valeurs 
de Xy une variation et une seule ; seulement cette variation 
se sera déplacée d'un côté ou de l'autre. Ainsi, le nombre 
des variations que présente la suite des polynômes n'est 
pas modifié quand l'un des polynômes intermédiairets 
change de signe. D'ailleurs la dernière quantité X,, qui est 
indépendante de x, conserve toujours le même signe. Le 
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nombre des variatioDs de la suite ne changera donc que si 
le premier polynôme X, c'est à-dire le polynôme proposé, 
change de signe. 

Supposons que x passe par une racine a du polynôme 
proposé; on a 

Aa-A)=-Am + ~n«)- 

I • ^ 

/•(a + A)= A/'(a) + -*1. /"(a) + 

On peut rendre A assez petit pour que la dérivée f{x) con- 
serve le même signe quand x varie de a — A à a+À» et 
pour que le second membre de chacune des égalités précé- 
dentes ait le signe de son premier terme. Il en résulte que 
les deux polynômes ^{x) et Wx) ont des signes contraires 
pour x^^a — A, et le même signe pour ir=a-J-ft. Il y a 
donc une variation perdue en tête de la suite des polynômes, 
quand x passe par une racine du polynôme proposé. Il en 
sera de même chaque fois que x passera par une des ra- 
cines du polynôme. Ainsi le nombre des variations perdues 
dans la suite des polynômes quand on passe de la valeur x^ 
à la valeur plus grande x^ est égal au nombre des racines 
réelles comprises dans cet intervalle. 

Nous avons supposé que le polynôme proposé n'a pas de 
racines simples ; s'il avait des racines égales, la suite des 
opérations conduirait à un plus grand commun diviseur 
algébrique X,,, et Téquation proposée pourrait être rem- 
placée par plusieurs équations de degrés moindres, comme 
nous l'avons expliqué au n' 182. 

En appliquant cette méthode à l'équation du troisième 
degré x^ +|)x + î == o, on a la suite 
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K à^ i;' -\- px -^ Çf 
X, ï= dx* + p) 

X, = — -^x — î, 
X. = - ^"^ 



L'équation aura ses trois racines réelles si la suite présente 
trois variations pour 0:== — <^, et n'en présente plus au- 
cune pour x=^-{-c^\ ceci exige que Ton ait p<o et 
4p' + 277* < o, et Ton retrouve ainsi la condition que nous 
n^mi déjà obtenue par une autre méibode (o^ 19A). 



Note D. — Sur les fonctions symétriques. 

266. On dit qu'une expression renfermant plusieurs let- 
trés est symétrique par rapport à ces lettres, lorsqu'elle ne 
change pas quand on permute deux lettres quelconques. 
Par exemple les fonctions 

a* 4- ô* + c% 
ab'\-aC'\- bCy 

sont des fonctions »y nitriques des tro^b lettres a, fr| tf. 
Nous ne nous occuperons que des fonctions symétriques 
entières. 

II est clair que, si tïans «n terme d'onefotiction synaé- 
trique on penwnte deux lettres quelconques, on reproduit 
soit le irtôme terme, soit un autre terme. La fonction synaé- 
trique peut se partager en groupes contenant chacun ks 
termes qui se déduisent les uns des autres par la permu- 
tation des lettres. Pour abréger, nous n'écrirons qu'un 
terme de chaque groupe, et nous indiquerons par le signe 
I la somme de tous les termes de même espèce*, on a, 
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par exemple, 

Considérons une fonction symétrique entière de m lettres 
(ï, bf c, M..» l. Désignons par S, la somme de ces lettres, 
par S, la somme des produits de ces lettres deux à deux, 
par S3 la somme des produits trois à trois, etc.; enfin par 
S^ le produit des m lettres; en d'autres termes, posons 

toute fonction entière symétrique des m lettres peut s'ex- 
primer rationnellement au moyen des m fonctions symé- 
triques particulières que nous venons de défiîiir. Nous em- 
pruntons à l'Algèbre de M. Bertrand la démonstration de ce 
théorème important; ordonnons la fonction proposée Tpar 
erdre alpkabi tique de la manière suivante : Plaçons d a- 
bord les termes qui contiennent la lettre a avec le plus fort 
exposant a^ parmi ceux-là, ceux qui contiennent la lettre b 
avec le plus fort exposant P; parmi ce« derniers, ceux qui 
contiennent la le.tre c avec le plus fort exposant y, et ainsi 
de suite; le premier terme du polynôme aura la forme 

Aa^b^c^.., l\ la lettre A désignant un coefficient numérique 
positif ou négatif, Texposant ^ étant égal ou inférieur à a, 
l'exposant 7 égq.1 ou inférieur à p, etc. On peut supposer 
que chaque terme contienne toutes les lettres, en affec-: 
tant de l'exposant zéro les lettres qui manquent. Cela posé, 
formons le produit 

A{S/-Px(s/-T^X(S,p^>< X(SJ^:==P; 

ce produit est une fonction symétrique homogène des m let- 
tres; le premier terme de (S,)*~^ est a"~^, le prenaier 
terme de (S,)?""^ est a^'^'^^ftP-^, le premier terraç de (S,)^~* 
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est a" '^6"^-^c^"^; enfin, le facteur (S^)^ est ah\\..i^; le 
premier terme du produit P est égal au produit des premiers 
termes des différents facteurs, c'est-à-dire à 

ou plus simplement Aa*6^c^ Û"; c'est le premier terme 

de la fonction T. La différence T — P=Tj, qui est une nou- 
velle fonction symétrique homogène des m lettres du même 
degré, ne renferme plus ce premier terme, et le premier 
terme de T^ vient après le premier terme dé T dans l'ordre 
alphabétique. 
On raisonnera ensuite sur la fonction T^ comme sur la 

fonction proposée ; à l'aide des fonctions S, , S, , , on 

formera un produit P^ dont le prenner terme soit le même 
que celui de T, ; la différence T, — P, = T, sera une nou- 
velle fonction symétrique homogène ne renfermant plus ce 
terme, et ainsi de suite. Il est clair qu'après un certain 
nombre d'opérations, on arrivera à une différence nulle. 
On a ainsi 

T — P =r Ti , Tj — Pj = T, , ...... T|i— P|i =: o J 

d'où l'on déduit 

T = P.|-P; + P,+ -fP,.. 

La fonction symétrique proposée T est exprimée rationnel- 
lement au moyen des fonctions S^, S,, S^. 

Considérons, par exemple, la fonction Sa*. Le premier 
terme étant a% on prendra 

P = Sj == Sa' + 2Sa* ; d'où Sa* = S^ — aS,. 

Soit encore la fonction Sa' ; le premier terme étant a*, 
on prendra 
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P = Sj = Sa» + 3Sa'6 + 6Jlabc , 
T^ = T — P = — SSa*^ — eHabc. 

Le premier terme de T, étant — 3a'6, on prendra 

P, = — SS^S, = - 3(Sa'6 + ZHabc) , 
Tj — Pj = 3Sa*c == 33,. 

CD en conclut 

T = P + P, + 3S, = S; — 3S,S, + 3S,. 

Si les m quantités a^bfC, , { sont les racines d'une 

équation algébrique du degré m, 

X- — Stx"^* + S,ar*^* — ±S« = o, 

toute fonction entière symétrique de ces quantités s'expri- 
mera rationnellement au moyen des coefTicients de Téqua- 
tion. 



NOTB E. — Sur t élimination. 

266, On doit à M. Sylvester une méthode très-élégante 
pour effectuer l'élimination d'une inconnue entre deux équa- 
tions algébriques à l'aide d'un déterminant. Supposons 
qu'il s'agisse d'éliminer l'inconnue y entre deux équations 
à deux inconnues a; et y. Considérons d'abord le cas simple 
où les deux équations sont du second degré par rapport à 
y ; soient 

|Ay« + By + C=o, 

^'^ Uy + B'y + C'=o, 

les deux équations, dans lesquelles les lettres A, B, G, A\ 
B\ G désignent des fonctions de x. Si l'on remplace y par 
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- , les équations prendront la forme homogène 
f<k\ iAy» + Çyz + Cz« = o, 

En multipliant chacune de ces deux équations par y et par 
s, on obtient le système des quatre équations 

Ay'+By'z + Cyz* 

^' ^ Ay'2+By2« + Gz'=:o, 

^yz + B'yz* + C'z» = o. 

Si les équations (1 ) sont vériGées par un systi^me dft vi- 
leurs attribuées à x et à y, les équations (2) seront véri- 
fiées par la même valeur de a;, y et 2 ayant des valeurs in- 
détsrmiBées ; les équations (8) , que l'on peut considérer 
cooiiiie un système de quatre équations du premier degié 
entre les quatre inconnues y', y*2, yz', 2' seront aussi vé- 
rifiées par une infinité de valeurs attribuées à ces incon- 
nues ; on en conclut que la valeur de x doit annuler le dé- 
terminant relatif à ces équations. Si donc on égale à zéro 
le déterminant 
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on aura l'équation à laquelle doit satisfaire l'inconnue x. 

En général, soit m le degré de la première équation et n 

le degré de la seconde, par rapport à y; en remplaçant 

y par - , on mettra les deux équations sous la forme 



(4) ioy'*+Aj«r-? + A^'y-' + + A«z- = o, 

(5) A'^ + A;«^-* + A;«fy-?+ +Aiz- = <,. 
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Si Ton multiplie ensuite là preirUèré ëqtxaiiôh par y*-*, zy^*, 
^V^*» ••• » «"^S^t lâ sccolidci par f*-\ zy^^^i^y'^^ ... , t*^\ 
oh formera Mit Système âe n-^ tn équations du préiâieii^ 
degré efitre les ni -{-a inconflues 

y*"^*"*, «y*^**"*, 2*y^*"% ..-., z'^^K 

En égalant à zéro le détei^inattt relatif à ôë éyistétne 
d'équations du premier degré, on obtiendra l'équation à 
laquelle doit satisfaire l'inconnue x. 

267, On peut à l'aide des fonctions symétriques trouver 
le degré de l'équation résullante. Supposons que Téquà* 
tion (4) que nous désignons par (f[y) = o, soit du degré m 
par rapport aux deux inconnues x et y, et l'équation (5) 
du degré n; les lettres A^ et A'^ désignent des constantes 
que nous réduirons à l'unité, les lettres A^ et A', des po- 
lynômes du premier degré en x, les lettres A, et A'^ des 
polynômes du second degré, etc.; en général l'exposant 
de z indique le degré de chaque coefficient. Concevons que 
l'on attribue àx une valeur èonvenable; appelons y^, yi, 
y^, y^^j les m racines de Téquation (A), et de même 

Ho» y'i» V«» î/'»-i 1®^ ^ racines de l'équation (5); pour 

que les deux équations soient vérifiées simultanément, il 
faudra que l'une des n racines de la seconde équation vé- 
rifie la première, c'est-à-dire que l'une des n quantités 

soit nulle; cette condition sera remplie si le produit 

(6) P = cp(yo) X ^{y[) X <f{y[) X <^(y^,) 

est nul Ce produit est une expression rationnelle par rap- 
port aux coefficients de la première équation ; comme c'est 
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une fonction symétrique entière des racines de la seconde 
équation, on pourra aussi l'exprimer rationnellement au 
moyen des coeiBcients de cette seconde équation, ainsi que 
nous rayons expliqué dans la note précédente ; en égalant 
à zéro l'expression rationnelle ainsi obtenue, on aura l'é- 
quation à laquelle doit satisfaire l'inconnue x. 
Si Ton met f (y) sous la forme 

?(y) = (y— yo)(y-yi) (y— tfm-.i)> 

on voit que le produit 

P=(yi— yo)(yo— yi)-.-(yi — y«-i)x(y;— yo)(yi-yi)- 

est composé de mn facteurs binômes. Concevons maintenant 
que, dans les deux équations proposées, on remplace z 
par zt, c'est comme si l'on multipliait par t toutes les ra- 
cines des deux équations; les mn facteurs binômes qui 
composent P seront multipliés par (, et par conséquent 
le produit lui-même sera multiplié par t*"*; on en con- 
clut que les différents termes du polynôme P, tel qu'on 
les déduit de la forme (6) par les fonctions symétriques, 
contiendront le facteur 2""*; chacun des coefficients des 
équations (4) et (5) étant par rapport à x d'un degré égal 
à l'exposant de ;2, il en résulte que le polynôme P est du 
degré mn par rapport à x. Ainsi le degré de l'équation ré- 
sultante est égal au produit des degrés des deux équations 
proposées. 



FIN. 
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